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拉普拉斯方程式

這一章欲研究定義在歐氏空間中調和函數的相關性質, 並證明拉普拉斯方程式與泊松方程式關於狄立

克萊問題解的存在性與唯一性。 這裡先給出調和函數的定義。

定義 1. 記 Ω 為 Rn 中的一個區域, 而 u 是 C2(Ω) 函數。 若函數 u 滿足

∆u = div(∇u) ≥ 0 (= 0,≤ 0),

則稱 u 是區域 Ω 的 下調和、調和、上調和 (subharmoni, harmoni, or superharmoni) 函數。

探討調和函數的主要目的是想研究以下偏微分方程式:

(A) 拉普拉斯方程式 (Laplae's equation) ∆u = 0: 它表示齊次 (homogeneous) 偏微分方程式。

(B) 泊松方程式 (Poisson's equation) ∆u = f : 它表示非齊次 (inhomogeneous) 偏微分方程式。

給定了偏微分方程式, 通常還會再搭配一些條件, 比方說我們會在區域的邊界 ∂Ω 上指定函數值, 然

後問是否有函數 u 同時滿足偏微分方程式以及邊界條件, 像這樣的問題我們會說它是 狄立克萊問題

(Dirihlet problem)。

在前述的定義中, 我們對於 ∆u 的符號而給出下調和、調和與上調和函數三種概念, 這一章的重點

是在了解調和函數的性質, 在一些情況我們會透過觀察下調和與上調和函數進而得到調和函數的性質,

這是因為調和函數可以理解成它既是下調和函數也是上調和函數。

一個認識調和函數的方式是從微積分的散度定理作為切入點。 假設 Ω 是一個有界區域, 而且它的

邊界 ∂Ω 具有 C1 的光滑性。 令 ν 是邊界 ∂Ω 對於區域 Ω 的朝外單位法向量, 對任意在 C1(Ω) 上

的向量場 w, 由散度定理 (divergene theorem) 得知:

∫

Ω
divw dµ =

∫

∂Ω
〈w, ν〉dσ,

其中 dσ 表示在 ∂Ω 上的 (n− 1)-維面積元素。 特別地, 若 u 是一個 C2(Ω) 函數, 考慮 w = ∇u, 則

∫

Ω
∆udµ =

∫

Ω
div(∇u) dµ =

∫

∂Ω
〈∇u, ν〉dσ =

∫

∂Ω

∂u

∂ν
dσ。

往後我們會經常將這個公式做各種變形繼續探討拉普拉斯方程式與泊松方程式的特性。
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2.1 平均值不等式

關於調和函數一個最重要的性質就是以下的平均值性質。

定理 1 (平均值不等式, mean value inequality). 若 u ∈ C2(Ω) 在 Ω 上滿足 ∆u T 0, 則對任意半

徑為 R 的球 BR(y) ⊂⊂ Ω, 都有

u(y) S 1

nωnRn−1

∫

∂BR(y)
u(x) dσR(x) 與 u(y) S 1

ωnRn

∫

BR(y)
u(x) dµ(x)。

證明: 對於 r ∈ (0, R], 定義函數

f(r) =
1

nωnrn−1

∫

∂Br(y)
u(x) dσr(x),

其中 r = |x− y|。 現考慮在 Sn−1(1) = ∂B1(y) 上的變數變換 z = x−y
r

= ν, 此時 x = y + rz 以及

dσ1(z) =
1

rn−1 dσr(x), 則

f ′(r) =
∂

∂r

(

1

nωnrn−1

∫

∂Br(y)
u(x) dσr(x)

)

=
1

nωn

(

∂

∂r

∫

∂Br(y)

u(x)

rn−1
dσr(x)

)

=
1

nωn

(

∂

∂r

∫

∂B1(0)
u(y + rz) dσ1(z)

)

=
1

nωn

∫

∂B1(0)
〈∇u(y + rz), ν〉dσ1(z)

=
1

nωn

∫

∂Br(y)
〈∇u(x), ν〉 ·

1

rn−1
dσr(x) =

1

nωnrn−1

∫

∂Br(y)
〈∇u(x), ν〉dσr(x)

=
1

nωnrn−1

∫

Br(y)
∆u(x) dµ T 0,

由此得知 f(r) 是一個遞增(常數、遞減) 函數。

另一方面, 對所有 r ∈ (0, R],由積分的中間值定理 (Intermediate Value Theorem for Integrals)

得知: 存在 ξr ∈ ∂Br(y) 使得

u(ξr) =
1

nωnrn−1

∫

∂Br(y)
u(x)dσr(x),

因為 u 是連續函數, 所以等式兩邊考慮 r → 0+ 之後得到

u(y) = lim
r→0+

1

nωnrn−1

∫

∂Br(y)
u(x)dσr(x)。

於是, 由 f(0) = lim
r→0+

f(r) S f(R) 得到定理結論的第一個式子:

u(y) S 1

nωnRn−1

∫

∂BR(y)
u(x)dσR(x)。

至於第二個式子, 對於 0 ≤ r ≤ R, 由式子

nωnr
n−1u(y) S

∫

∂Br(y)
u(x)dσr(x)

兩邊對於 r 積分後得到

ωnR
nu(y) S

∫ R

0

∫

∂Br(y)
u(x)dσr dr =

∫

BR(y)
u(x)dµ(x) ⇒ u(y) S 1

ωnRn

∫

BR(y)
u(x)dµ(x)。
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2.2 最大值原理與最小值原理

定理 1 (強最大值原理(強最小值原理), strong maximum (minimum) priniple). 假設在區域 Ω 上

∆u ≥ 0 (≤ 0), 若存在一點 y ∈ Ω 滿足 u(y) = sup
Ω

u (inf
Ω

u), 則 u 為常數。 換言之, 一個調和函數

除了常數函數之外, 不會在區域的內部產生最大值與最小值。

證明: 先看 ∆u ≥ 0 的情況。 記 M = sup
Ω

u, 定義 ΩM = {x ∈ Ω|u(x) = M}, 由假設知道集合

ΩM 不是空集合。 因為 u 是連續函數, 所以集合 ΩM 對於 Ω 而言是閉集合。

另一方面, 對任意 z ∈ ΩM , 現取一個半徑 R > 0 使得 BR(z) ⊂⊂ Ω, 由平均值不等式 (Mean

Value Inequality) 得知:

M = u(z) ≤
1

ωnRn

∫

BR(z)
u(x)dµ ≤ M,

得到

0 ≤
1

ωnRn

∫

BR(z)
(M − u(x))dµ ≤ 0,

因為 M − u(x) ≥ 0, 而且
∫

BR(z)(M − u(x))dµ = 0, 所以在 BR(z) 上 M − u(x) ≡ 0, 即

u(x) ≡ M。 這件事情告知集合 ΩM 對於 Ω 而言是開集合。 由 Ω 的連通性得知 ΩM = Ω。

對於上調和的函數, 考慮 −u, 則 −u 是一個上調和函數, 而且 sup
Ω

(−u) = − inf
Ω

u。 將上述討論

用到 −u 再做整理即可得證。

定理 2 (弱最大值原理(弱最小值原理), weak maximum (minimum) priniple). 若 u ∈ C2(Ω) ∩

C0(Ω) 在 Ω 上滿足 ∆u ≥ 0 (≤ 0)。 假設 Ω 有界, 則

sup
Ω

u = sup
∂Ω

u

(

inf
Ω

u = inf
∂Ω

u

)

。 (2.1)

於是對於調和函數 u 而言, 對所有 x ∈ Ω, 都有

inf
∂Ω

u ≤ u(x) ≤ sup
∂Ω

u。

證明: 若存在 y ∈ Ω 使得 u(y) = sup
Ω

u, 由 定理 1得知 u為常數, 則 (2.1) 式成立。 若不存在 y ∈ Ω

使得 u(y) = sup
Ω

u, 自然 (2.1) 也成立。

關於最大最小值原理的一個應用是有關狄立克萊問題解的唯一性。

定理 3 (古典拉普拉斯方程與泊松方程的狄立克萊問題之唯一性定理). 若 u, v ⊂ C2(Ω)∩C0(Ω) 滿

足在 Ω 上有 ∆u = ∆v, 在 ∂Ω 上有 u = v, 則在 Ω 上 u ≡ v。

證明: 令 w = u− v, 則 w 滿足在 Ω 上 ∆w = 0, 並且在 ∂Ω 上 w = 0。 根據 定理 2 得到在 Ω 上

w ≡ 0, 因此 u ≡ v。

注意到這個定理是在說明方程式的解若存在, 則唯一。 至解是否存在, 則是往後幾節要討論的重

點。
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2.3 哈那克不等式

定理 1. 假設 u 在 Ω 上是一個非負的調和函數, 則對任意有界子區域 Ω′ ⊂⊂ Ω, 存在常數 C =

C(n,Ω′,Ω) 使得

sup
Ω′

u ≤ C inf
Ω′

u。

證明: 首先考慮 y ∈ Ω, B4R(y) ⊂ Ω 的情況。 對任意兩點 x1, x2 ∈ BR(y), 則

BR(x1) ⊂ B2R(y) ⊂ B3R(x2) ⊂ B4R(y)。

利用平均值性質 (Mean Value Property), 因為函數 u 非負, 所以

u(x1) =
1

ωnRn

∫

BR(x1)
u(x)dµ ≤

1

ωnRn

∫

B2R(y)
u(x)dµ

u(x2) =
1

ωn(3R)n

∫

B3R(x2)
u(x)dµ ≥

1

ωn(3R)n

∫

B2R(y)
u(x)dµ,

將上述不等式串聯可得 u(x1) ≤ 3nu(x2), 因此 sup
BR(y)

u ≤ 3n inf
BR(y)

u。

現在考慮 Ω′ ⊂⊂ Ω, 若 z1, z2 ∈ Ω
′
滿足 u(z1) = sup

Ω′

u 以及 u(z2) = inf
Ω′

u, 考慮 Γ ⊂ Ω
′

是一條連接 z1 與 z2 的路徑, 另外取 R 使得 4R < dist(Γ, ∂Ω)。 考慮集合 E = {BR(y)|y ∈ Γ},

則 E 是閉集合 Γ 的一個開覆蓋。 根據有限覆蓋定理 (Heine-Borel Theorem), Γ 可以被集合 E 中

的有限個數的球覆蓋。 也就是說, 存在 y1, y2, . . . , yN ∈ Γ 使得 Γ ⊂ ∪N
i=1BR(yi)。 因為 BR(yi) 中

的任兩點 x′, x′′ 都有 u(x′) ≤ 3nu(x′′), 現於 Γ 上由 z1 到 z2 依序選取 x1, x2, . . . , xN−1 使得

xi ∈ BR(yi) ∩BR(yi+1), 將不等式串聯起來可得

u(z1) ≤ 3nNu(z2)。

於是定理敘述中的常數取 C = 3nN 即為所求。

2.4 格林表現公式

給定 u 和 v 是 C2(Ω)函數, 記 w = v∇u, 因為 divw = 〈∇v,∇u〉+v∆u, 由散度定理 (Divergene

Theorem) 可得 格林第一恆等式 (Green's �rst identity):

∫

Ω
v∆udµ+

∫

Ω
〈∇u,∇v〉dµ =

∫

∂Ω
v
∂u

∂ν
dσ。 (2.2)

對於 (2.2) 式, 現將 u 和 v 兩者角色對調, 再將兩式相減, 則得 格林第二恆等式 (Green's seond

identity):

∫

Ω
(v∆u− u∆v) dµ =

∫

∂Ω

(

v
∂u

∂ν
− u

∂v

∂ν

)

dσ。 (2.3)
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現給定一點 y ∈ Ω, 引進 拉普拉斯方程式的標準化基本解 (normalized fundamental solution of

Laplae's equation) 如下:

Γ(x; y)
記
= Γ(|x− y|) =















−
1

nωn(n − 2)|x − y|n−2
, 若 n > 2

1

2π
ln |x− y|, 若 n = 2,

直接計算可得對於 i = 1, 2, . . . , n,

DiΓ(x; y) =
xi − yi

nωn|x− y|n
以及 DijΓ(x; y) =

|x− y|2δij − n(xi − yi)(xj − yj)

nωn|x− y|n+2
,

於是

∆Γ(x; y) =
n|x− y|2 − n

∑n
i=1(xi − yi)

2

nωn|x− y|n+2
= 0。

上述計算告知: 給定 y ∈ Rn
, 函數 Γ(x; y) 在 x ∈ Rn, x 6= y 的地方都是調和函數。 注意到函數

Γ(x; y) 在 x = y 處沒有定義。

為了往後分析上的需要, 這裡先寫出拉普拉斯方程式的標準化基本解的相關估計:

|DiΓ(x; y)| ≤
1

nωn|x− y|n−1
,

|DijΓ(x; y)| ≤
1

ωn|x− y|n
,

|DβΓ(x; y)| ≤
C

nωn|x− y|n−2+|β|
, 其中 C = C(n, |β|)。

由於拉普拉斯方程式的標準化基本解 Γ(x; y) 在 x = y 處是奇異點 (singularity), 這導致我們無法

將格林第二恆等式的 v 直接替換成 Γ(x; y), 所以我們做以下調整: 對於充分小的 ρ > 0, 在區域

Ω−Bρ(y) 上則可以使用格林第二恆等式, 此時會有

∫

Ω−Bρ(y)
Γ(|x− y|)∆u(x)dµ =

∫

∂Ω
+

∫

∂Bρ(y)

(

Γ(|x− y|)
∂u(x)

∂ν
− u(x)

∂Γ(|x− y|)

∂ν

)

dσ。

注意到

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂Bρ(y)
Γ(|x− y|)

∂u(x)

∂ν
dσ

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

Γ(ρ)

∫

∂Bρ(y)

∂u(x)

∂ν
dσ

∣

∣

∣

∣

∣

≤ |Γ(ρ)||∂Bρ(y)| sup
∂Bρ(y)

|Du(x)|

≤



















nωnρ
n−1

nωn(n− 2)ρn−2
· sup
∂Bρ(y)

|Du(x)| 若 n > 2

| ln ρ|

2π
· 2ω2ρ · sup

∂Bρ(y)
|Du(x)| 若 n = 2

→ 0 當 ρ → 0+,



6 2.4 格林表現公式

而且(下面式子的討論注意到 ν 的方向是 −∂ρ)

−

∫

∂Bρ(y)
u(x)

∂Γ(|x− y|)

∂ν
dσ = Γ′(ρ)

∫

∂Bρ(y)
u(x)dσ =



















1

nωnρn−1

∫

∂Bρ(y)
u(x)dσ 若 n > 2

1

2πρ

∫

∂Bρ(y)
u(x)dσ 若 n = 2

→ u(y) 當 ρ → 0+,

所以在 ρ → 0+ 之下, 我們得到 格林表現公式 (Green's representation formula):

u(y) =

∫

∂Ω

(

u(x)
∂Γ(|x− y|)

∂ν
− Γ(|x− y|)

∂u(x)

∂ν

)

dσ +

∫

Ω
Γ(|x− y|)∆u(x)dµ。 (2.4)

注意到上式的最後一項是一個瑕積分 (improper integral)。

定義 1. 給定可積分函數 f(x), 稱瑕積分

∫

Ω
Γ(|x− y|)f(x)dµ

是帶有密度 (density) f(x) 的 牛頓位勢 (Newtonian potential)。

現從格林表現公式繼續討論相關結果:

(A) 若 u 在 Rn 中具有緊緻支撐 (ompat support), 則對任何 y ∈ supp u, 都有

u(y) =

∫

Rn

Γ(|x− y|)∆u(x)dµ,

注意等式的右邊仍然是一個瑕積分。

(B) 若 u 是調和函數, 則有

u(y) =

∫

∂Ω

(

u(x)
∂Γ(|x− y|)

∂ν
− Γ(|x− y|)

∂u(x)

∂ν

)

dσ。

因為上述被積分函數對於變數 y 而言是無限次可微分的, 甚至是實解析 (real analyti) 的; 因

此函數 u 在 Ω 上也是實解析的, 也就是說, 調和函數在有定義的區域上都是解析函數。 由解析

函數的性質可進一步得知: 調和函數是被任何一個開子集上的函數值唯一決定。

(C) 若有函數 h ∈ C1(Ω) ∩ C2(Ω) 在 Ω 上滿足 ∆h = 0, 由格林第二恆等式 (Green's seond

identity) (2.3) 得到

0 =

∫

∂Ω

(

u(x)
∂h(x)

∂ν
− h(x)

∂u(x)

∂ν

)

dσ +

∫

Ω
h(x)∆u(x)dµ。 (2.5)

記 G(x; y) = Γ(x; y) + h(x) = Γ(|x − y|) + h(x), 將 (2.4) 與 (2.5) 兩式相加, 則得到一般

情況的格林表現公式 (general version of Green's representation formula):

u(y) =

∫

∂Ω

(

u(x)
∂G(x; y)

∂ν
−G(x; y)

∂u(x)

∂ν

)

dσ +

∫

Ω
G(x; y)∆u(x)dµ。 (2.6)
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(D) 由 (C), 若更進一步要求 G(x; y) = 0 在 ∂Ω 上滿足 G(x; y) = 0, 則 h(x) = h(x; y) 和 y 有

關, 而且

u(y) =

∫

∂Ω
u(x)

∂G(x; y)

∂ν
dσ +

∫

Ω
G(x; y)∆u(x)dµ, (2.7)

函數 G(x; y) 稱為在區域 Ω 上的 (狄立克萊) 格林函數 ((Dirihlet) Green's funtion), 有時

也稱為在 Ω 上的 第一類格林函數 (Green's funtion of the �rst kind)。 由 定理 3, 假如格林

函數存在, 則格林函數具有唯一性。 至於格林函數的存在性會在之後的章節陸續討論。 在此, 若

接受格林函數的存在性, 則 (2.7) 式將說明: 對於 C1(Ω) ∩ C2(Ω) 的調和函數 u, 其函數值可

以用其邊界值重新表達。

2.5 泊松積分

若區域 Ω = BR(0) 是一個球, 則我們可以推導出格林函數 (Green's funtion) 的明確表達式, 這麼

一來就可將上一節的討論具體實現, 而這最後的結果稱為調和函數在球上的泊松積分表達式 (Poisson

integral representation)。

給定一點 y ∈ BR(0), 令

y =











R2

|y|2
y =

R2

|y|
·
y

|y|
若 y 6= 0

∞ 若 y = 0,

則 y 稱為 y 對於球 BR(0) 的反演點 (inversion point)。

根據單元 2.4 關於 (C) 與 (D) 之討論, 現在的目標是想要找到函數 h(x; y) ∈ C1(BR(0)) ∩

C2(BR(0)) 使得

{

∆h = 0 在 BR(0)

h(x; y) = Γ(|x− y|) 在 ∂BR(0)。

這時, 考慮

h(x; y) = Γ

(

|y|

R
|x− ȳ|

)

,

注意到這裡寫 h(x; y) 表示函數是以 x 為變數。 此外, 給定 y ∈ BR(0), 則得到反演點 ȳ, 所以函數 h

與 y 有關, 於是 h(x; y) 在分號後面的註記是說這個函數與 y 有關。

以下將驗證函數 h(x; y) 的確滿足所要求的性質。

(A) 因為 h(x; y) 只有在 x = ȳ 的地方沒有定義, 而 |ȳ| = R2

|y| = R · R
|y| > R, 所以 ȳ 6∈ BR(0),

於是 h(x; y) 在 BR(0) 上處處有定義, 而 h(x; y) 在 BR(0) 上是調和函數告知在 BR(0) 上

∆h = 0。
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(B) 對所有 x ∈ ∂BR(0), 則 |x|2 = R2
, 因為

|y|2

R2
|x− ȳ|2 =

|y|2

R2

∣

∣

∣

∣

x−
R2

|y|2
y

∣

∣

∣

∣

2

=
|y|2

R2

(

|x|2 −
2R2〈x, y〉

|y|2
+

R4|y|2

|y|4

)

= |y|2 − 2〈x, y〉 +R2 = |y|2 − 2〈x, y〉 + |x|2 = |x− y|2,

所以 h(x; y) = Γ(|x− y|);也就是說, 函數 h(x; y) 在 ∂BR(0) 上的值與 Γ(|x− y|) 相同。

如此一來, 我們得到在 BR(0) 上的格林函數 (Green's funtion)

G(x; y)

=







Γ(|x− y|)− Γ
(

|y|
R
|x− y|

)

若 y 6= 0

Γ(|x|)− Γ(R) 若 y = 0
(2.8)

= Γ
(

√

|x|2 − 2〈x, y〉 + |y|2
)

− Γ

(
√

|x|2|y|2

R2
− 2〈x, y〉+R2

)

其中 x, y ∈ BR(0), x 6= y。

由 (2.8) 式定義出的格林函數 G(x; y) 有以下性質:

(A) 對所有 x, y ∈ BR(0), 都有 G(x; y) = G(y;x)。 這個性質可從格林函數的第二個等式直接看

出。

(B) 格林函數滿足 G(x, y) ≤ 0。 這是因為

(

|y|

R
|x− ȳ|

)2

− |x− y|2

=
|x|2|y|2

R2
− 2〈x, y〉+R2 −

(

|x|2 − 2〈x, y〉 + |y|2
)

=
|x|2|y|2

R2
+R2 − |x|2 − |y|2

= |x|2
(

|y|2 −R2

R2

)

− (|y|2 −R2) = (|y|2 −R2)

(

|x|2 −R2

R2

)

≥ 0,

所以
|y|
R
|x− y| ≥ |x− y|, 於是 G(x, y) ≤ 0。

(C) 函數 G(x; y) 在 x ∈ ∂BR(0) 沿著朝外法方向的方向導數為

∂G

∂ν
=

R2 − |y|2

nωnR|x− y|n
。

證明: 以下討論對於 n = 2 與 n ≥ 3 都成立:

∂G

∂xi
=

∂

∂xi
Γ(|x− y|)−

∂

∂xi
Γ

(

|y|

R
|x− y|

)

=
xi − yi

nωn|x− y|n
−

xi − yi

nωn

(

|y|
R

)n−2
|x− y|n

=
xi − yi

nωn|x− y|n
−

|y|2

R2

(

xi −
R2

|y|2 yi

)

nωn|x− y|n
,
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於是

∂G

∂ν
=

〈

∇G,
x

|x|

〉

=

∑n
i=1 x

2
i −

∑n
i=1 xiyi −

|y|2

R2

∑n
i=1 x

2
i +

∑n
i=1 xiyi

nωn|x− y|n|x|

=

(

R2 − |y|2

R2

)

|x|2

nωn|x− y|n|x|
=

R2 − |y|2

nωnR|x− y|n
。

由上討論可知: 若 u ∈ C2(BR(0)) ∩ C1(BR(0)) 是一個調和函數, 則有以下的泊松積分公式

(Poisson integral formula):

u(y) =
R2 − |y|2

nωnR

∫

∂BR(0)

u(x)

|x− y|n
dσ(x)。 (2.9)

實際上我們感興趣的是關於這個結果的逆敘述。

定理 1. 設 ϕ 是一個只定義在 ∂BR(0) 上的連續函數, 考慮函數

u(x) =











R2 − |x|2

nωnR

∫

∂BR(0)

ϕ(y)

|x− y|n
dσ(y) 若 x ∈ BR(0)

ϕ(x) 若 x ∈ ∂BR(0)

(2.10)

則 u 屬於 C2(BR(0)) ∩ C0(BR(0)), 並且在 BR(0) 上滿足 ∆u = 0。

證明: 因為格林函數滿足 ∆G(x, y) = 0 則 ∆(∂G
∂ν

) = 0, 所以由 (2.10) 式定義出的 u 在 BR(0) 上

是調和函數。

欲證明函數 u(x) 在 ∂BR(0) 上的連續性, 首先注意到在 (2.9) 式中, 若考慮 u(x) ≡ 1, 則有
∫

∂BR(0)
K(x; y)dσ(y) = 1 對所有 x ∈ BR(0),

其中

K(x; y)
記
=

R2 − |x|2

nωnR|x− y|n
, 而 x ∈ BR(0) 以及 y ∈ ∂BR(0)

稱為 泊松核 (Poisson kernel)。

給定任意一點 x0 ∈ ∂BR(0), 欲證明函數 u(x) 在 x = x0 處連續。 對任意 ε > 0, 因為 ϕ 是連續

函數, 所以存在 δ1 > 0 使得對所有滿足 |y−x0| < δ1 的點都有 |ϕ(y)−ϕ(x0)| < ε。 而 ∂BR(0)是緊

緻集, 由極值定理 (Extreme Value Theorem) 得知: 存在 M > 0 使得在 ∂BR(0) 上都有 |ϕ| ≤ M。

現在我們先積分區域 ∂BR(0) 拆成 |y − x0| < δ1 與 |y − x0| ≥ δ1 兩個部份對以下函數值進行估計:

|u(x)− u(x0)|

=

∣

∣

∣

∣

∣

R2 − |x|2

nωnR

∫

∂BR(0)

ϕ(y)

|x− y|n
dσ(y)− ϕ(x0)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂BR(0)

R2 − |x|2

nωnR|x− y|n
(ϕ(y) − ϕ(x0))dσ(y)

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∫

|y−x0|<δ1

R2 − |x|2

nωnR|x− y|n
|ϕ(y)− ϕ(x0)|dσ(y) +

∫

|y−x0|≥δ1

R2 − |x|2

nωnR|x− y|n
|ϕ(y) − ϕ(x0)|dσ(y)

= I+ II,
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然後先觀察所有滿足 |x− x0| <
δ1
2 的點, 得到

I <

∫

|y−x0|<δ1

ε(R2 − |x|2)

nωnR|x− y|n
dσ(y) ≤ ε

∫

∂BR(x0)

(R2 − |x|2)

nωnR|x− y|n
dσ(y) = ε,

而 |x− y| = |y − x| = |y − x0 + x0 − x| ≥ |y − x0| − |x− x0| > δ1 −
δ1
2 = δ1

2 , 所以

II <

∫

|y−x0|≥δ1

(R2 − |x|2)2M

nωnR
(

δ1
2

)n dσ(y) ≤
(R2 − |x|2)2M

nωnR
(

δ1
2

)n · nωnR
n−1 =

2M(R2 − |x|2)Rn−2

(

δ1
2

)n 。

觀察

R2 − |x|2 = (R+ |x|)(R − |x|) = (R + |x|)(|x0| − |x|) ≤ (R+R)|x− x0| = 2R|x− x0|,

現在取 δ = min( δ12 ,
ε
2R) > 0, 則對所有 |x− x0| < δ, 都有 R2 − |x|2 < ε, 所以

|u(x) − u(x0)| ≤ ε+ 2MRn−2

(

2

δ1

)n

ε =

(

1 + 2MRn−2

(

2

δ1

)n)

ε,

因此 u 在 x = x0 處連續, 故 u ∈ C0(BR(0))。

2.6 收斂定理

這一節想要介紹兩個調和函數列的收斂定理。 在此之前, 先證明調和函數與平均值性質的等價性:

定理 1. 函數 u ∈ C0(Ω) 是調和函數等價於對任何球 BR(y) ⊂⊂ Ω 都滿足平均值性質:

u(y) =
1

nωnRn−1

∫

∂BR(y)
u(x)dσ(x)。

關於這個定理, 應該先說明清楚這個等價敘述, 理解如下: 若函數 u ∈ C2(Ω) 是調和函數, 則對

任何 BR(y) ⊂⊂ Ω 都滿足平均值性質; 若函數 u ∈ C0(Ω) 對任何的球 BR(y) ⊂⊂ Ω 上都滿足平均

值性質, 則 u ∈ C2(Ω) 而且是調和函數。

證明: (⇒) 調和函數 u ∈ C2(Ω) 滿足平均值等式, 這是單元 2.1 的 定理 1 之結果。

(⇐) 對任何球 B ⊂⊂ Ω, 由單元 2.5 的 定理 1 得知: 存在調和函數 h(x) ∈ C2(B) ∩ C0(B) 使得

在 ∂B 上滿足 h(x) = u(x)。

現觀察單元 2.2 定理 1, 2, 3 的證明流程, 注意到這個過程中只用到了平均值性質。

考慮 w(x) = u(x) − h(x), 則函數 w(x) 在 B 當中的任何一個球也都滿足平均值性質。 現考慮

以下兩種情況:

(A) 若 w(x) 在內部達到極值, 則在 B 上 w(x) 為常數, 而 B 任意, 所以 w(x) 在 Ω 上為常數, 所

以 u(x) = h(x) + C 為 C2 的調和函數。

(B) 若 w(x) 在邊界達到極值, 則在 B 上 w(x) = 0, 於是在 B 上 u(x) = h(x), 而 B 任意, 所以

在 Ω 上 u(x) = h(x)。

綜合上述討論, 得到 u(x) 在 Ω 上為調和函數。
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定理 2. 若調和函數列 {un}
∞
n=1 在區域 Ω 是均勻收斂的, 則極限函數亦為調和函數。

證明: 若 {un}
∞
n=1 在區域 Ω 是調和函數列, 並且 lim

n→∞
un(x) = u(x) 在區域 Ω 上均勻收斂, 任給

y ∈ Ω 以及 BR(y) ⊂⊂ Ω, 因為均勻收斂的函數列在取極限下保持連續性, 並且積分與極限可以交換,

所以

u(y) = lim
n→∞

un(y) = lim
n→∞

1

nωnRn−1

∫

∂BR(y)
un(x) dσ(x)

=
1

nωnRn−1

∫

∂BR(y)
lim
n→∞

un(x) dσ(x) =
1

nωnRn−1

∫

∂BR(y)
u(x) dσ(x),

於是函數 u ∈ C0(Ω), 並且對任何球 BR(y) ⊂⊂ Ω 都滿足平均值性質, 由 定理 1 得知 u ∈ C2(Ω)

是調和函數。

定理 3. 假設 {un}
∞
n=1 是在區域 Ω 上的調和函數列, 而且對所有 x ∈ Ω, {un(x)}

∞
n=1 是遞增數列。

若有一點 y ∈ Ω 使得數列 {un(y)}
∞
n=1 是有界的, 則函數列 {un}

∞
n=1 在任何有界的子區域 Ω′ ⊂⊂ Ω

上都會均勻收斂至一個調和函數。

證明: 因為數列 {un(y)}
∞
n=1 遞增有上界, 所以數列收斂, 由柯西收斂準則 (Cauhy Convergene

Criterion) 得知: 對任意 ε > 0, 存在 N ∈ N 使得對所有 m > n ≥ N 都有 0 ≤ um(y)−un(y) < ε。

根據單元 2.3 的 定理 1 哈那克不等式 (Harnak inequality), 得到

sup
Ω′

|um(x)− un(x)| ≤ C inf
Ω′

|um(x)− un(x)| ≤ C(um(y)− un(y)) < Cε,

其中 C 是與 Ω′ 和 Ω 有關的常數, 所以函數列 {un}
∞
n=1 在 Ω′ 上是均勻收斂的 (uniformly onver-

gent), 由 定理 2 得知極限函數 u(x)
定義
== lim

n→∞
un(x) 是一個調和函數。

2.7 內部導數估計

若 u ∈ C∞(Ω) 是調和函數, 則對任何 k = 1, . . . , n, 都有

∆(Dku) =

n
∑

i=1

(uk)ii = (∆u)k = 0,

將平均值性質 (Mean Value Property) 以及散度定理 (Divergene Theorem) 用於每一個 Dku 以

及 w = (0, . . . , 0, u, 0, . . . , 0), 其中 u 是位於第 k 個分量, 得到對 BR(y) ⊂⊂ Ω, 都有

Dku(y) =
1

ωnRn

∫

BR(y)
Dku(x)dµ =

1

ωnRn

∫

BR(y)
divw dµ

=
1

ωnRn

∫

∂BR(y)
〈w, ν〉dσ =

1

ωnRn

∫

∂BR(y)
u νk dσ,

其中 ν = (ν1, ν2, . . . , νn) 是在球 ∂BR(y) 上對於 BR(y) 的朝外單位法向量。
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以下想要得到關於調和函數 u 的梯度估計, 給定 y ∈ Ω, 對於向量 Du(y), 現在重新設定坐標使

得 Du(y) = D1u(y), 則

|Du(y)| = |D1u(y)| =

∣

∣

∣

∣

∣

1

ωnRn

∫

∂BR(y)
u ν1 dσ

∣

∣

∣

∣

∣

≤
1

ωnRn

∫

∂BR(y)
|u|‖ν1‖dσ

≤
1

ωnRn
· sup
∂BR(y)

|u| ·

∫

∂BR(y)
1dσ =

n

R
sup

∂BR(y)
|u| ≤

n

dy
sup
Ω

|u|,

其中 dy = dist(y, ∂Ω)。

反覆使用上述結果則可得到高階導數的估計。 現將此結果寫成定理。

定理 1. 假設 u 在區域 Ω 是調和函數, 令 Ω′ 是任何在 Ω 內的緊緻子集, 則對任何多重指標 α 都有

sup
Ω′

|Dαu| ≤

(

n|α|

d

)|α|

sup
Ω

|u|, (2.11)

其中 d = dist(Ω′, ∂Ω)。

關於 (2.11)的應用是有關調和函數在任何緊緻子集合當中對於任何階導數的等度連續性 (equion-

tinuity), 利用阿澤拉-阿斯克里定理 (Arzela-Asoli Theorem) 可得以下結論:

定理 2. 在區域 Ω 上的任何有界的調和函數列必存在一個子數列使得這個子數列在任何緊緻子集合

上均勻收斂至一個調和函數。
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