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一階微分方程式

這一章探討的主題是一階常微分方程式, 主要是根據方程式的形態進行分類以求解並分析解的性質。

單元 2.1 將介紹分離變數型微分方程式 (separable di�erential equation), 除了討論這類型的方程如

何求解之外, 透過例子和第 1 章介紹微分方程的步初認識相對照, 讓大家能夠了解微分方程這個領域

的一些基本概念。 這個單元還會用一些篇幅深度討論單變數函數與多變數函數微分 (di�erential) 的

意義, 從線性代數的觀點解釋函數的微分, 除了澄清過往各位對於微分的誤解, 也試圖將微分方程與線

性代數看似兩個不同的領域連繫。

單元 2.2 要觀察的是齊次微分方程式 (homogeneous di�erential equation), 關於齊次微分方程

式, 只要利用簡單的變數變換法則, 就可以將方程式轉變為分離變數型微分方程式, 故而能夠求解。 此

外, 齊次微分方程式的一個應用是回答正交軌線的問題。 單元 2.3 則是討論一階線性微分方程式 (�rst

order linear di�erential equation), 透過積分因子法, 我們可以順利得到一階線性微分方程式的解,

而積分因子的尋找與分離變數型微分方程式有關。 此外, 這個單元也會說明線性的實質意義, 特別是

線性微分方程式的解空間與線性代數的關係。

數學上雖然我們可以隨意設定微分方程式然後考驗一個人對於方程式的求解與分析能力, 但更重

要的是微分方程是在幫助我們建立數學模型。 對於一個生活中遇到的問題, 若模型設立得好, 不僅可

以解釋過去, 也可以描述現狀, 更可以預測未來。 單元 2.4 會從最基本的人口模型出發, 討論幾個和人

口模型相同的原理以應用到其它領域, 例如放射性元素的衰退、牛頓冷卻定律、連續複利問題。 然後再

回到人口模型, 觀察長時間下人口的增長情況, 由此重新修正數學模型, 利用合理的假設轉化成數學上

可操作的概念, 再從修正後的模型重新得到數學答案, 最後再次解釋這個解是否合乎實際問題的結果。

單元 2.5 要介紹的是正合方程式 (exat equation), 除了介紹求解的方法外, 對於一些不是正合

的方程式, 我們會探討幾類特殊的形式, 分別乘上相應的積分因子後使得方程式變成正合方程式, 這麼

一來就可得到方程式的解。 至於單元 2.6 是試圖將前面幾個單元的內容進行綜合討論, 從中澄清一些

疑問, 比方說分離變數型微分方程式、齊次方程式、線性方程式和正合方程式之間的關係是什麼? 為什

麼我們要分成這麼多類型的微分方程式進行討論而不是只探討正合方程式就好? 在這個單元中都會給

予一些說明與解釋。

單元 2.7 則是探討一階微分方程式初始值問題解的存在性與唯一性定理, 整個理論需要用到數學

分析當中函數項級數均勻收斂的理論。 一階微分方程式初始值問題需要假設一些條件解才會有存在性

與唯一性。 當條件不成立的時候, 方程式的解不見得唯一, 這件事也會討論。
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2.1 分離變數型微分方程式

若要開始學習微分方程式, 分離變數型微分方程式是最容易理解與上手的一類微分方程式, 現給出明

確的定義並探討如何求解。

定義 1 (第 33 頁). 若一階微分方程式可以整理成以下形式:

dy

dx
= p(x)q(y), (1)

我們稱 (1) 式為 分離變數型微分方程式 (separable di�erential equation); 也就是說, 等式左邊只有

y′(x), 而等式右邊可以分解成與 x 有關的函數 p(x) 以及與 y 有關的函數 q(y) 之乘積。

關於分離變數型微分方程式, 首先介紹如何求解:

• 若 q(y) 6= 0, 則 (1) 式可改寫為 1
q(y)

dy
dx = p(x), 將等式兩邊對 x 積分得到

∫

1

q(y)

dy

dx
dx =

∫

p(x) dx⇒
∫

1

q(y)
dy =

∫

p(x) dx,

其中最後一式的左式是透過變數變換法則 (substitution rule) 與微分 (di�erential) 的關係而

得, 也就是由 y = y(x) 得到 dy
定義
== y′(x) dx = dy

dx dx。 從最後一式進行觀察, 因為等式左邊

只與 y 有關, 而等式右邊只與 x 有關, 於是分離變數的特性就完全顯現出來, 這也是為何將方

程式稱為分離變數型微分方程式的原因。

假設 Q(y) 是 1
q(y) 的一個反導函數, P (x) 是 p(x) 的一個反導函數, 則分離變數型微分方程式

的解就可以表達成:

Q(y) = P (x) + C ⇔ Q(y)− P (x) = C,

其中 C ∈ R 是積分常數。 現將等式左邊記成一個二變數函數 G(x, y) = Q(y)−P (x), 則分離

變數型微分方程式的解可以寫成 G(x, y) = C, 其中 C ∈ R。 這裡我們得到一族以 C 為參數

的方程式, 每給一個 C, 對應到的方程式 G(x, y) = C 滿足微分方程式 (1)。

• 若 q(y) = 0, 則集合 A = {y ∈ R | q(y) = 0} 中的每一個元素 y = y1 視為常數函數, 滿足
dy
dx = 0。

• 分離變數型微分方程式的一般解是由上述兩類的解收集而成。

若是考慮分離變數型微分方程式的初始值問題, 也就是給定微分方程式 (1) 再外加 y(x0) = y0 的條

件, 如果 p(x) 與 q(y) 在討論的範圍內都是連續函數時, 在包含 x = x0 的一個連通分支上常數 C 會

被唯一決定。 比方說, 考慮 y′(x) = 1
x
這個問題, 我們知道 y(x) = ln |x| + C, 實際上這個式子應理

解為:

y(x) =

{

ln |x|+ C1 若 x > 0

ln |x|+ C2 若 x < 0,

其中 C1, C2 ∈ R, 它們是兩個獨立的常數。 因為方程式 y′(x) = 1
x
在 x = 0 處沒有意義, 所以我們

會將問題看成是 y′(x) = 1
x
在 x > 0 與 x < 0 的兩個連通分支上各別得到微分方程式的解。
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例 2 (第 33 頁). 試解微分方程式

dy

dx
=

x3

1− y2 。

解. 注意到函數 1
1−y2 在 y = ±1 時無意義; 對所有 y 6= ±1, 函數 1

1−y2 6= 0, 此時, 將方程式改寫成

(1− y2)dy
dx

= x3 ⇒
∫

(1− y2)dy
dx

dx =

∫

x3 dx⇒
∫

(1− y2) dy =

∫

x3 dx,

等式兩邊各別積分後得到 y − 1
3y

3 = 1
4x

4 + C,C ∈ R 或是整理成

y − 1

3
y3 − 1

4
x4 = C, 其中 C ∈ R

是微分方程式 dy
dx = x3

1−y2 的解。

例 3. 試解初始值問題 yy′ = xy2 + y2 + x+ 1, y(0) = −1。

解. 首先將方程式整理成

yy′ = xy2 + y2 + x+ 1 = y2(x+ 1) + (x+ 1) = (x+ 1)(y2 + 1)⇒ yy′

y2 + 1
= x+ 1,

將方程式兩邊對於 x 積分後得到
∫

yy′

y2 + 1
dx =

∫

(x+ 1) dx⇒
∫

y

y2 + 1
dy =

∫

(x+ 1) dx。

關於左式的積分, 得到
∫

y

y2 + 1
dy =

1

2

∫

1

y2 + 1
d(y2 + 1) =

1

2
ln |y2 + 1|+ C1 =

1

2
ln(y2 + 1) + C1,

而右式的積分為
∫

(x+ 1) dx =
1

2
x2 + x+ C2,

所以 1
2 ln(y

2 + 1) = 1
2x

2 + x+ C, 其中 C = C2 − C1 ∈ R。 因為 y(0) = −1, 所以 C = 1
2 ln 2。 因

此

1

2
ln(y2 + 1) =

1

2
x2 + x+

1

2
ln 2

或是

1

2
ln(y2 + 1)− 1

2
x2 − x− 1

2
ln 2 = 0

是初始值問題 yy′ = xy2 + y2 + x+ 1, y(0) = −1 的解。

關於分離變數型微分方程式, 有兩件事情值得註記。 第一, 重新回顧第 1 章單元 1.2 有關微分方

程式解的定義, 我們只要寫出 x 和 y 的方程式 G(x, y) = 0, 這個方程式不帶有 y 對於 x 的各階求

導, 而且透過隱函數微分法將它理解為 G(x, y(x)) = 0 之下計算出 y′(x), y′′(x), . . . , y(n)(x) 的關係

式後滿足微分方程式 F (x, y(x), y′(x), . . . , y(n)(x)) = 0, 我們就說 G(x, y) = 0 是微分方程式的解。

上面兩個例子的結果都是這種情況, 我們不需要也不太可能將微分方程式的解完全表達成 y = y(x)

的樣貌。
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第二個註記是: 對於一階常微分方程式, 有時我們會用 微分型式 (di�erential form) 的方式呈現,

例如從方程式 (1) 出發, 它的解和以下方程式的解相同:

1

q(y)
dy = p(x) dx 或是 p(x) dx+ q̃(y) dy = 0, 其中 q̃(y) = − 1

q(y)
。

至於要如何理解上面微分形式的方程式, 這牽涉到我們對於一個函數的 微分 (di�erential) 的認

識。 微分這個概念其實多數的微積分課程或教材都有避重就輕之嫌, 沒有把這個概念正確或是仔細地

解釋。 常見的錯誤認知有以下兩種: 其一, 幾乎所有人都把 dy
dx = y′(x) 左式的中間橫線視為除法然後

將 dx 移項後變成 dy = y′(x) dx 就說這是微分, 但完全不懂 dy 還有 dx 代表的意思, 只要最後的

表達看起來一樣就覺得自己會了且懂了。 其二, 有些人在看完微積分課本介紹微分的內容後, 認為 dx

就是 ∆x 然後讓它趨近於零之後的產物, 而 dy 就是 ∆y 然後讓 ∆x 趨近於零之後的產物, 但怎麼想

也想不透更深層的關聯, 卻因為時間受限 (要考試了) 於是不再深究或是就這樣跟自己妥協。

上述的現象會不斷地上演其實原因在於: 若要把微分這個概念解釋清楚的話, 必須用到線性代數

(linear algebra) 的語言, 特別是向量空間 (vetor spae) 與對偶空間 (dual spae) 的基礎理論才有

辦法闡明; 然而, 對偶空間在線性代數的理論中是進階的內容, 在一般的線性代數課程中沒有什麼時間

仔細介紹, 實在是蠻可惜的一件事。

就如第 0 章提到的, 我認為數學系的學生在學微分方程時, 不只是在學習那些解題的技巧, 而是要

多花時間徹底認識數學的結構面, 特別是不同學科的整合, 才會知道每個數學領域彼此之間都有關聯,

而非獨立的學科。 基於上述種種原因, 我決定在這裡用一些篇幅解釋微分的意義。

首先, 我們回顧線性代數的理論。 考慮向量空間 (vetor spae) V n
, 取 {ei}ni=1 是向量空間 V n

的一組基底 (basis), 現考慮集合 (V n)∗, 它是將所有從向量空間 V n 映至向量空間 R 的線性泛函

(linear funtional) 收集而成的集合; 也就是說, 元素 F ∈ (V n)∗ 滿足 F (v) ∈ R, 其中 v ∈ V n
, 並

且滿足線性性質:

{

F (v1 + v2) = F (v1) + F (v2) 對所有 v1,v2 ∈ V n

F (cv) = c F (v) 對所有 v ∈ V n 以及 c ∈ R。

以下要驗證的是: 集合 (V n)∗ 是一個向量空間。 在證明 (V n)∗ 是向量空間後, 我們會說 (V n)∗ 是向

量空間 V n 的 對偶空間 (dual spae)。

• 加法結合律: 給定 F1, F2, F3 ∈ (V n)∗, 對所有 v ∈ V n
, 因為

((F1 + F2) + F3)(v) = (F1 + F2)(v) + F3(v) = F1(v) + F2(v) + F3(v)

= F1(v) + (F2 + F3)(v) = (F1 + (F2 + F3))(v),

所以 (F1 + F2) + F3 = F1 + (F2 + F3)。

• 加法交換律: 給定 F1, F2 ∈ (V n)∗, 對所有 v ∈ V n
, 因為

(F1 + F2)(v) = F1(v) + F2(v) = F2(v) + F1(v) = (F2 + F1)(v),

所以 F1 + F2 = F2 + F1。
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• 加法單位元: 定義 0 ∈ (V n)∗ 是零線性泛函; 也就是說, 對所有 v ∈ V n
, 0(v) = 0。 給定

F ∈ (V n)∗, 對所有 v ∈ V n
, 因為

(F + 0)(v) = F (v) + 0(v) = F (v) + 0 = F (v),

所以 F + 0 = F 。

• 加法反元素: 給定 F ∈ (V n)∗, 考慮 G ∈ (V n)∗ 定義為: 對所有 v ∈ V n, G(v) = −F (v)。 對
所有 v ∈ V n

, 因為

(F +G)(v) = F (v) +G(v) = F (v) − F (v) = 0 = 0(v),

所以對所有 F ∈ (V n)∗, 存在 G ∈ (V n)∗ 使得 F +G = 0。 將 G 記為 −F 。

• 係數乘法結合律: 給定 c1, c2 ∈ R 與 F ∈ (V n)∗, 對所有 v ∈ V n
, 因為

(c1(c2F ))(v) = c1((c2F )(v)) = c1(c2F (v)) = c1c2F (v) = (c1c2)F (v) = ((c1c2)F )(v),

所以 c1(c2F ) = (c1c2)F 。

• 純量乘法單位元: 1 是 R 的乘法單位元, 給定 F ∈ (V n)∗, 對所有 v ∈ V n
, 都有

(1F )(v) = 1 · F (v) = F (v),

所以存在 1 ∈ R 使得 1F = F 。

• 係數乘法對於向量加法的分配律: 給定 c ∈ R 與 F1, F2 ∈ (V n)∗, 對所有 v ∈ V n
, 因為

(c(F1 + F2))(v) = c(F1 + F2)(v) = c(F1(v) + F2(v)) = cF1(v) + cF2(v)

= (cF1 + cF2)(v),

所以 c(F1 + F2) = cF1 + cF2。

• 分配律: 給定 c1, c2 ∈ R 與 F ∈ (V n)∗, 對所有 v ∈ V n
, 因為

((c1 + c2)F )(v) = (c1 + c2)F (v) = c1F (v) + c2F (v) = (c1F + c2F )(v),

所以 (c1 + c2)F = c1F + c2F 。

在證明完 (V n)∗ 是一個向量空間後, 下一個要問的是: 能否找到對偶空間 (V n)∗ 的一組基底? 定義

{fi : V n → R}ni=1 如下:

fi(ej) = δij =

{

1 如果 i = j

0 如果 i 6= j,

以下將驗證: {fi}ni=1 是對偶空間 (V n)∗ 的一組基底。 因為它是透過 {ei}ni=1 而來, 所以 {fi}ni=1 稱

為 對偶基底 (dual basis)。
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• 假設
n
∑

i=1
aifi = 0, 對於 j = 1, 2, . . . , n, 兩邊作用向量 ej 之後得到

n
∑

i=1

aifi(ej) = 0(ej)⇒
n
∑

i=1

aiδij = aj = 0,

所以 {fi}ni=1 線性獨立。

• 給定線性泛函 F : V n → R, 對所有 v =
n
∑

i=1
aiei ∈ V n

, 因為

F (v) = F

(

n
∑

i=1

aiei

)

=

n
∑

i=1

aiF (ei) =

n
∑

i=1

F (ei)ai =

n
∑

i=1

F (ei)fi(v)

=

(

n
∑

i=1

F (ei)fi

)

(v),

所以線性泛函 F : V n → R 都可以表示成 F =
n
∑

i=1
F (ei)fi 的形式, 即 F 可寫成 {fi}ni=1 的

線性組合。

• 由上討論得知: {fi}ni=1 是對偶空間 (V n)∗ 的一組基底。

有了向量空間與對偶空間的基本概念後, 以下開始介紹微分的意義。 給定一個函數 y(x) : R→ R,

假設函數 y = y(x) 在 x = x0 是可微分的 (di�erentiable), 定義函數 y = y(x) 在一點 x = x0 的

微分 (di�erential of y = y(x) at x = x0)

dy|x=x0

定義
== y′(x0) dx : V 1 = R→ R,

它是從向量空間 V 1 映至向量空間 R 的一個線性泛函 (linear funtional)。 這個線性泛函的定義域

所指的向量空間 V 1 是收集所有在 x = x0 的求導算子, 它和 R 同構 (isomorphi), 故寫 V 1 = R,

而它的其中一個基底是 { d
dx}; 至於 {dx : V 1 = R → R} 是 { d

dx} 的對偶基底, 故有 dx( d
dx) = 1。

至於 dy|x=x0
= y′(x0) dx 是 V 1 = R 上的一個線性泛函, 等式右邊是在說明將 dy|x=x0

寫成基底

{dx} 的線性組合之結果, 它是向量 dx 再乘上倍數 y′(x0) 而得。

到目前為止, 我們只說明了函數 y = y(x) 在一點 x = x0 微分的意思, 而上面的討論中可發現,

這個線性泛函是隨著點而變的; 也就是說, 函數 y = y(x) 在每一點都對應一個線性泛函, 因為用基

底 dx 寫開來的時候, 前面的係數 y′(x0) 和位置有關, 所以不同的位置給出不同的線性泛函。 現將函

數 y = y(x) 在每一點的微分都收集起來, 就定義了可微分函數 y = y(x) 的微分 (di�erential of

y = y(x)):

dy = y′(x) dx。

總結來說, 函數的微分是在說明函數在每一個點 y 對於 x 的線性增長關係。 由線性代數的理論知道:

若要認識一個線性變換, 只要把基底的變換過程說清楚, 那麼任何其它向量的變換都是遵照著線性的

方式完全確定。 於是 dy = y′(x) dx 就充分說明了每一點所對應的線性變換之關係。
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為了讓各位對微分這個概念有更深刻地認識, 以下再到用圖形的方式解說微分的意義。 我們知道:

所有從 R 到 R 的線性變換 T , 若在 R
2 = R × R 上呈現其意義, 則 T 會是一條通過原點的直線。

如圖 2.1 所示: 給定可微分函數 y = y(x), 對於一點 x, 微分 dy = y′(x) dx 是一個由 V 1 = R 到

R 的線性變換, 其中定義域 V 1 = R 是以 x 的位置為零向量橫向延伸而得的向量空間, 而對應域 R

是以 y(x) 的位置為零向量縱向延伸而得的向量空間。 這兩個向量空間的乘積空間 (produt spae)

R
2 = R×R就如圖形中以 (x, y(x))為零向量, 灰色軸為坐標而張開的空間。 於是微分 dy = y′(x) dx

在圖形上的呈現是函數 y = y(x) 的圖形在 (x, y(x)) 的切線。

PSfrag replaements

x
x

x
x

yy

y(x)

y(x)

dy = y′(x) dxdy = y′(x) dx

y = y(x)y = y(x)

圖 2.1: 微分 dy = y′(x) dx : R→ R 是在每一個點都指定一個線性泛函。

由圖 2.1 也可以看出微分 dy 在不同點對應到的線性泛函也不同。

看完單變數函數微分後, 現在要討論二變數函數微分的意義。 給定一個二變數函數 z = z(x, y),

假設函數在一點 p = (x0, y0) 是可微分的, 這時可定義函數 z = z(x, y) 在一點 p = (x0, y0) 的 微分

或 全微分 (total di�erential of z = z(x, y) at p = (x0, y0)) 為

dz|p
定義
==

∂z(p)

∂x
dx+

∂z(p)

∂y
dy : V 2 = R

2 → R,

它是一個定義在 V 2 上的線性泛函, 其中向量空間 V 2 是將所有在 p 點的求導算子收集而成的集合,

這個向量空間的一組基底是 { ∂
∂x
|p, ∂

∂y
|p}, 它的對偶基底是 {dx|p,dy|p}; 也就是說, 兩組基底之間滿

足以下關係:



















dx

(

∂

∂x

)

= 1

dx

(

∂

∂y

)

= 0

與



















dy

(

∂

∂x

)

= 0

dy

(

∂

∂y

)

= 1。

而 dz|p = ∂z(p)
∂x

dx+ ∂z(p)
∂y

dy 要呈現的是函數 z = z(x, y) 在 p 點的線性增長量, 等式右邊就是寫

出 dz|p 這個線性泛函用基底 {dx,dy} 進行線性組合的結果。

同樣地, 函數 z = z(x, y) 在每一點的線性增長量都不盡相同, 所以將函數在每一點的全微分都收

集起來, 就得到函數 z = z(x, y) 的 微分 或 全微分 (total di�erential of z = z(x, y)), 用

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy

這個記號表示。
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在充分認識函數微分的意義之後, 現在要解釋微分形式的方程式

1

q(y)
dy = p(x) dx 或是 p(x) dx− 1

q(y)
dy = 0

的意義。 對於 1
q(y) dy = p(x) dx 的解讀是: 目標是想找到一個可微分函數 y = y(x) 使得函數在各點

的微分 dy 乘上與該點函數值相關的函數 1
q(y) 的結果和它用微分算子的對偶空間之基底表示下, 要求

與 p(x) dx 相同。

在這樣的觀點下, 為什麼 1
q(y) dy = p(x) dx 這個微分形式的方程式的解和原始的微分方程式

dy
dx = p(x)q(y) 的解一樣呢? 以下給出證明:

• 假設 y = y(x) 滿足 1
q(y) dy = p(x) dx, 則 dy = p(x)q(y) dx, 這個式子和 y = y(x) 的微分

dy = y′(x) dx 比較係數得到 y = y(x) 滿足 y′(x) = p(x)q(x)。

• 假設 y = y(x) 滿足 y′(x) = p(x)q(y), 由 y = y(x) 的微分為 dy = y′(x) dx = p(x)q(y) dx,

得到 1
q(y) dy = p(x) dx。

至於微分形式的方程式若寫成 p(x) dx− 1
q(y) dy = 0 的時候, 我們可以用二變數函數的觀點看待它。

考慮 z = z(x, y) = P (x)−Q(y), 其中 P (x) 是 p(x) 的一個反導函數, Q(y) 是 1
q(y) 的一個反導函

數, 則

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy = P ′(x) dx−Q′(y) dy = p(x) dx− 1

q(y)
dy

是這個二變數函數的微分。 因為 dz = 0, 所以 z(x, y) = C,C ∈ R 是 p(x) dx− 1
q(y) dy = 0 的解。

在這個觀點下, 我們也必須驗證為何 p(x) dx− 1
q(y) dy = 0 這個微分形式的方程式之解和原始的

微分方程式 dy
dx = p(x)q(y) 的解一樣呢? 現討論如下:

• 因為 z(x, y) = P (x) − Q(y) = C 是 p(x) dx − 1
q(y) dy = 0 的解, 將 z(x, y) = C 理解成

z(x, y(x)) = C 時, 由鏈鎖律 (hain rule) 得到

∂z

∂x
+
∂z

∂y
· dy
dx

= 0⇒ dy

dx
= −

∂z
∂x
∂z
∂y

= − p(x)

− 1
q(y)

= p(x)q(y)。

• 假設 y = y(x) 滿足微分方程式 dy
dx = p(x)q(y), 則 dy = y′(x) dx = p(x)q(y) dx, 由

z(x, y) = P (x)−Q(y) = C 得到

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy = p(x) dx− 1

q(y)
dy = p(x) dx− 1

q(y)
· p(x)q(y) dx = 0。

上面的討論都是建立在 q(y) 6= 0 的情形。 若 q(y) = 0, 一方面, 由 dy
dx = 0 知道滿足 q(y) = 0 的那

些點對應到的常數函數 y = y1 都是方程式
dy
dx = p(x)q(y) 的解。 另一方面, 微分形式的方程式必須

表示為 dy = p(x)q(y) dx 或 p(x)q(y) dx − dy = 0 之形式才有意義。 此時, y = y1 亦滿足方程式。

至此, 我們討論完分離變數型微分方程式與寫成微分形式的方程式的解完全一致。

這裡用了五頁的篇幅介紹微分, 可見得微分並不是三言兩語就能解釋清楚的事, 希望各位能深刻

體會微分的真正意義。
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2.2 齊次微分方程式

我們可以將分離變數型微分方程式的求解方法應用到一類特殊的微分方程式 � 齊次微分方程式。 這

裡先介紹何謂齊次微分方程式。

定義 1 (第 38 頁). 若一階微分方程式可以整理成以下形式時稱為 齊次微分方程式 (homogeneous

di�erential equation):

dy

dx
= F

(y

x

)

,

等式右邊的 F ( y
x
) 表示 F (v), 其中 v = y

x
; 也就是說, F (v) 是以 v 為變數的函數, 然後再將 v = y

x

替換後得到的結果。

例 2. 判斷以下微分方程式是否為齊次微分方程式:

(A)

dy
dx = y2+xy

x2 。

(B)

dy
dx = lnx− ln y + x+y

x−y
。

解.

(A) 因為

dy

dx
=
y2 + xy

x2
=
(y

x

)2
+
y

x
,

考慮 F (v) = v2 + v, 則 dy
dx = F

(

y
x

)

, 所以微分方程式 dy
dx = y2+xy

x2 是一個齊次微分方程式。

(B) 因為

dy

dx
= lnx− ln y +

x+ y

x− y = − ln
(y

x

)

+
1 + y

x

1− y
x

,

考慮 F (v) = − ln v + 1+v
1−v

, 則 dy
dx = F

(

y
x

)

, 所以微分方程式 dy
dx = lnx− ln y + x+y

x−y
是一個

齊次微分方程式,

判斷一個一階微分方程式是否為齊次微分方程式應該是有跡可尋的, 因為 v = y
x
意指 y 的次數

與 x 的次數要一致, 當 y 和 x 必須對等出現時, 這個方程式才有可能寫成齊次微分方程式的樣貌。

註. 關於齊次 (homogeneous) 這個用字在眾多場合中經常被借用, 所以在理解齊次這個詞的時候應

透過前後文判讀其概念。 例如: 在下一個單元及下一章介紹的一階與二階線性微分方程式的齊次式,

那裡齊次的意義與現在所討論的齊次不同。

解一階齊次微分方程式的方法是令 v(x) = y(x)
x

, 則所有的齊次微分方程式都可以改寫成對於未

知函數 v(x) 的一階分離變數型微分方程式。 這是因為 y(x) = x · v(x), 所以

dy

dx
= v + x

dv

dx
⇒ F (v) = v + x

dv

dx
⇒ dv

dx
=

1

x
(F (v) − v) = p(x)q(v),

其中 p(x) = 1
x
, q(v) = F (v) − v。 所以我們就先用分離變數型微分方程式的方法解出 v(x), 再將 v

用 v = y
x
替換後得到齊次方程式的解。
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例 3 (第 39 頁). 試解微分方程式

dy

dx
=
y + 3x

5x− y 。

解. 首先, 將微分方程式改寫成

dy

dx
=
y + 3x

5x− y =
y
x
+ 3

5− y
x

,

所以它是齊次微分方程式。 令 v(x) = y(x)
x
得到 y(x) = x · v(x), 所以 y′ = v + xv′, 於是

v + xv′ =
v + 3

5− v ⇒ xv′ =
v + 3

5− v − v =
v2 − 4v + 3

5− v =
(v − 1)(v − 3)

−v + 5
,

經整理後變成

−v + 5

(v − 1)(v − 3)

dv

dx
=

1

x
,

兩邊對 x 積分得到
∫ −v + 5

(v − 1)(v − 3)

dv

dx
dx =

∫

1

x
dx⇒

∫ −v + 5

(v − 1)(v − 3)
dv =

∫

1

x
dx。

關於左式的積分, 利用部份分式法 (partial fration method), 我們有

∫ −v + 5

(v − 1)(v − 3)
dv =

∫
(

A

v − 1
+

B

v − 3

)

dv,

其中 A,B ∈ R 為待定常數。 將被積分函數通分後並比較分子, 可解得 A = −2 與 B = 1, 所以

∫ −v + 5

(v − 1)(v − 3)
dv =

∫
( −2
v − 1

+
1

v − 3

)

dv

= −2 ln |v − 1|+ ln |v − 3|+ C1, 其中 C1 ∈ R,

至於右式的積分結果是
∫

1

x
dx = ln |x|+ C2, 其中 C2 ∈ R,

因此

−2 ln |v − 1|+ ln |v − 3| = ln |x|+ C, 其中 C ∈ R。

最後再將 v = y
x
替換, 得到

−2 ln
∣

∣

∣

y

x
− 1
∣

∣

∣
+ ln

∣

∣

∣

y

x
− 3
∣

∣

∣
= ln |x|+ C, 其中 C ∈ R,

或是整理成

−2 ln |y − x|+ ln |y − 3x| = C, 其中 C ∈ R

是微分方程式 dy
dx = y+3x

5x−y
的解。
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在數學 (幾何) 上有一類的問題稱為正交軌線問題, 在尋求正交軌線的過程中會對應到一個齊次微

分方程式, 然後就可以過這個單元討論的內容將這個方程式的解求出, 所以這裡想討論正交軌線問題。

首先給出正交軌線的定義。

定義 4. 給定兩族分別以 s 與 t 為參數的平面曲線 {Cs} 與 {C̃t}, 若任取 {Cs} 與 {C̃t} 中的曲線,

它們在相交的地方互相垂直; 也就是說, 任意兩曲線在相交處的兩切線互相垂直, 我們說兩族曲線互為

正交軌線 (orthogonal trajetory)。

這裡先給出正交軌線的例子並確實驗證它。

例 5. 驗證曲線族 {Cr : x
2 + y2 = r2, r > 0} 與 {C̃m : y = mx,m ∈ (−∞,∞]} 互為正交軌線, 這

裡 C̃m=∞ 代表的是直線 x = 0。

解. 給定一點 (x0, y0) ∈ R
2
,

(A) 若 x0 6= 0 且 y0 6= 0, 對於曲線 Cr 來說, 利用隱函數微分 (impliit funtion di�erentiation)

得到 2x+ 2yy′ = 0, 所以曲線在 (x0, y0) 的切線斜率是

y′ = −x
y

∣

∣

∣

∣

(x,y)=(x0,y0)

= −x0
y0

。

另一方面, 對於曲線 C̃m 來說, 利用隱函數微分得到 y′ = m, 所以曲線在 (x0, y0) 的切線斜率

是

y′ = m|(x,y)=(x0,y0)
=
y0

x0
。

因為兩切線斜率相乘為 −1, 所以兩曲線彼此正交。

(B) 若 y0 = 0, 由曲線族 {Cr} 得到 (x0)
2 = r2, 即 x0 = ±r, 而曲線在 (x0, y0) = (±r, 0) 具有

鉛直切線; 另一方面, 曲線族 {C̃m} 在通過 (x0, y0) 的直線是 y = 0, 它具有水平切線。 故兩曲

線彼此正交。

(C) 若 x0 = 0, 由曲線族 {Cr} 得到 (y0)
2 = r2, 即 y0 = ±r, 而曲線在 (x0, y0) = (0,±r) 具有

水平切線; 另一方面, 曲線族 {C̃m} 在通過 (x0, y0) 的直線是 x = 0, 它具有鉛直切線。 故兩

曲線彼此正交。

(D) 由上述討論得知曲線族 {Cr : x
2 + y2 = r2, r > 0} 與 {C̃m : y = mx,m ∈ (−∞,∞]} 互為

正交軌線。

關於 例 5 兩族曲線的長相其實很清楚, 前者是以坐標中心為圓心, 半徑為 r 的同心圓; 後者是通

過坐標中心的直線。 這兩族曲線若用極坐標 (polar oordinates) (r, θ) 表達時, 前者表示 r 為常數的

曲線, 而後者表示 θ 為常數的線條。

給出兩族曲線並驗證它們為正交軌線的過程直接了當, 而我們感興趣的是另外一個問題: 給定一

族平面曲線, 我們想要找到另外一族曲線使得這兩族曲線互為正交軌線。 這時, 先將給定的曲線族在

通過一點的曲線之切線斜率算出來, 透過兩族曲線在相交處的正交性, 可以寫出欲尋找的曲線在一點

的切線斜率之表示, 它會是一個齊次微分方程式, 故可對此求解。
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例 6. 試求曲線族 {Ca : x2 + y2 = ax, a > 0} 的正交軌線。

解. 固定 a > 0, 對於方程式 x2 + y2 = ax 利用隱函數微分得到 2x+ 2yy′ = a, 所以

y′ =
1

2y
(a− 2x) =

1

2y

(

x2 + y2

x
− 2x

)

=
y2 − x2
2xy

。

目標是要找到一族曲線 (x, y(x)) 滿足

dy

dx
=

2xy

x2 − y2 =
2 · y

x

1−
(

y
x

)2 。

這是一階齊次微分方程式, 令 y = x · v(x), 則 y′ = v + xv′, 如此一來就可以將微分方程式改寫為

v + xv′ =
2v

1− v2 ⇒ xv′ =
2v

1− v2 − v =
2v − v + v3

1− v2 =
v(v2 + 1)

1− v2 ,

而它就可以視為對於未知函數 v(x) 而言的分離變數型微分方程式, 現在方程式整理成

1− v2
v(v2 + 1)

v′ =
1

x
⇒
∫

1− v2
v(v2 + 1)

dv =

∫

1

x
dx。

因為

∫

1− v2
v(v2 + 1)

dv =

∫
(

1

v
+
−2v
v2 + 1

)

dv = ln |v| − ln |v2 + 1| = ln

∣

∣

∣

∣

v

v2 + 1

∣

∣

∣

∣

= ln

∣

∣

∣

∣

∣

y
x

(

y
x

)2
+ 1

∣

∣

∣

∣

∣

= ln

∣

∣

∣

∣

xy

x2 + y2

∣

∣

∣

∣

,

所以

ln

∣

∣

∣

∣

xy

x2 + y2

∣

∣

∣

∣

= ln |x|+C ⇒ ln

∣

∣

∣

∣

y

x2 + y2

∣

∣

∣

∣

= C ⇒ |y| = C ′|x2 + y2|,

其中 C ′ = eC 是一個正的常數。 最後將絕對值拆掉後就可得到 x2 + y2 = by, 其中 b = ± 1
C′
。 因此

{Ca : x2 + y2 = ax, a > 0} 的正交軌線為 {Cb : x
2 + y2 = by, b 6= 0}。

註. 有關 例 6 的討論, 我們得到的是 {Ca} 在 a > 0 的情況。 同理, 我們也可以考慮 {Ca} 在 a < 0

的情況, 將兩者的結果綜合起來, 得到 {Ca : x2 + y2 = ax, a 6= 0} 與 {Cb : x
2 + y2 = by, b 6= 0} 互

為正交軌線。

在 例 6 的求解過程中, 有一件事情要非常小心, 就是對於給定的曲線族在計算完切線斜率之後,

若要把它轉換成另外一族曲線的切線斜率時, 必須把第一族曲線的參數 (例如 例 6 當中的 a) 利用方

程式改寫成與 x 和 y 有關的式子替換後再求解。 原因是在於: 對於第一族曲線來說, 固定 a 所形成

的曲線, 這條曲線享有同一個 a 值, 而我們要找的是與這個曲線族互相垂直的線, 所以從一點 (x0, y0)

出發, 沿著和第一族曲線垂直的方向前行至 (x′0, y
′
0) 時, 對應到的 a 值和原來的 a 一定不同, 所以在

第二族曲線的意義下, 這個 a 不會是常數, 必須把 a 替換成與 x 和 y 的表達式之後, 才會知道 a 值

對於第二族曲線的變化關係。
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2.3 一階線性微分方程式

這一單元要討論的是一階線性微分方程式及其求解的方式, 另外也探討線性的意義。

定義 1 (第 24 頁). 若一階微分方程式可以整理成以下形式

dy

dx
+ P (x)y(x) = Q(x) (2)

時, 稱 (2) 式為 一階線性微分方程式 (�rst order linear di�erential equation)。

關於線性微分方程式的求解, 想法如下: 我們希望將方程式的左邊湊成某個函數的導函數, 這麼一

來, 就可以透過微積分基本定理, 將方程式兩邊積分後就可得到 y(x) 的表示。

為了實現上述想法, 我們考慮將微分方程式的兩邊同乘一個待定的函數 I(x), 這個函數我們稱為

積分因子 (integrating fator), 所以

I(x)
dy

dx
+ I(x)P (x)y(x) = I(x)Q(x),

如果 I(x) 滿足 I(x)P (x) = I ′(x), 那麼微分方程式就可以改寫成

I(x)
dy

dx
+

dI

dx
y(x) = I(x)Q(x)⇒ d

dx
(I(x)y(x)) = I(x)Q(x),

將方程式兩邊同時對變數 x 積分之後, 就有

I(x)y(x) =

∫

I(x)Q(x) dx+ C ⇒ y(x) =

∫

I(x)Q(x) dx+ C

I(x)
,

其中 C ∈ R 是積分常數, 而最後一式就是線性微分方程式 (2) 的解。

上面討論, 我們假設積分因子 I(x) 滿足 I(x)P (x) = I ′(x), 現在我們要追問的是: 是否真的有這

種函數 I(x)? 而這個關係式實際上是一個分離變數型的微分方程式, 所以就用單元 2.1 介紹的方式

求解:

dI(x)

dx
= I(x)P (x)⇒ 1

I(x)

dI(x)

dx
= P (x)⇒

∫

1

I(x)

dI(x)

dx
dx =

∫

P (x) dx

⇒
∫

1

I(x)
dI(x) =

∫

P (x) dx⇒ ln |I(x)| =
∫

P (x) dx⇒ |I(x)| = e
∫

P (x) dx。

注意到: 我們尋找 I(x) 的目的是只要找到一個函數使得方程式乘上此函數後, 左邊能表示成某個函數

的導函數, 雖然上方最後一個式子得到的是一族函數 (函數 P (x) 的不定積分是一族函數, 而且 |I(x)|
在拆絕對值之後又得到函數 I(x) 可取正負), 我們只要從中找一個特別的積分因子比方說 I(x) =

e
∫

P (x) dx 取正的函數而且積分常數取 C = 0 即可。 若仔細思考變會發現, 選擇負號或是選用不同的

積分因子只是將微分方程式同乘一個不同常數而已, 不會影響最後的結果。

值得注意的是: 上述討論是建立在 (2) 式中 dy
dx 前面的係數是 1 時才有的結論, 若線性微分方程

式 dy
dx 前的係數不是 1 時, 一個方法是先將前面的係數 (函數) 除掉, 再做剛才的論述找到相應的積分

因子。 這一個單元的最後, 我們會花一點時間討論如果不先把係數 (函數) 除掉的情況下, 如何重解線

性微分方程式, 並且比較兩種解法的差異。
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例 2 (第 25 頁). 試解微分方程式 y′ + 2y = 5e3x。

解. 將方程式乘上積分因子 e
∫

2 dx = e2x 後得到 e2xy′ + 2e2xy = 5e5x, 而微分方程式可以整理成

d
dx(e

2xy) = 5e5x, 兩邊對 x 積分後得到

e2xy =

∫

5e5x dx = e5x + C ⇒ y = e3x + Ce−2x, 其中 C ∈ R。

例 3 (第 57 頁). 所謂 伯努力方程式 (Bernoulli's equation) 是指如下的微分方程式:

dy

dx
+ p(x)y = q(x)yα, 其中 α ∈ R。

對所有 α ∈ R, 伯努力方程式都可以求解, 現討論如下:

(A) 若 α = 0, 則方程式為一階線性微分方程式 dy
dx + p(x)y = q(x)。

(B) 若 α = 1, 則方程式為 dy
dx + p(x)y = q(x)y, 即 dy

dx + (p(x)− q(x))y = 0, 這也是一階線性微

分方程式。

(C) 若 α 6= 0, 1, 透過變數變換 v(x) = y1−α(x), 可將伯努力方程式改寫成對於未知函數 v(x) 的

一階線性微分方程式。 現討論如下: 因為 v′ = (1− α)y−αy′, 將原方程式同乘 (1− α)y−α 後

得到

(1− α)y−αy′ + (1− α)p(x)y1−α = q(x)⇒ v′ + (1− α)p(x)v = q(x),

而這個式子即為 v(x) 的一階線性微分方程式。

例 4. 試解初始值問題 y′ − 2y = e−3xy−2, y(0) = 2。

解. 令 v = y3, 則 v′ = 3y2y′, 將方程式乘上 3y2 後得到 3y2y′ − 6y3 = e−3x
, 即 v′ − 6v = e−3x

,

再將微分方程式乘上積分因子 e
∫

−6 dx = e−6x 後得到

e−6xv′ − 6e−6xv = e−9x ⇒ (e−6xv)′ = e−9x,

等式兩邊對於 x 積分後得到

e−6xv =

∫

e−9x dx = −1

9
e−9x + C, 其中 C ∈ R,

於是 v = −1
9e

−3x +Ce6x, C ∈ R。 最後再將 v = y3 替換, 得到

y3 = −1

9
e−3x + Ce6x, 其中 C ∈ R。

因為 y(0) = 2, 所以 8 = −1
9 + C 解得 C = 73

9 。 因此微分方程式的解為

y3 = −1

9
e−3x +

73

9
e6x。
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前面的討論是針對一階線性微分方程式當中 dy
dx 前係數是 1 的時候提供了一個求解的方法。 若係

數不是 1, 一個做法就是把係數除掉再處理; 另一個方式就是重新尋找積分因子再求解。 以下說明這部

分的過程, 並且研究兩者的差異。

考慮一階線性微分方程式, 當 dy
dx 前面的係數不是 1 的時候該如何解微分方程。 為了和一開始討

論的微分方程式 (2) 做比較, 這裡寫出方程式的型式為

n(x)
dy

dx
+ p(x)y(x) = q(x)。 (3)

和 (2) 對照, 則有 P (x) = p(x)
n(x) 與 Q(x) = q(x)

n(x)。 首先對於 (3) 乘上積分因子 i(x) 得到

i(x)n(x)
dy

dx
+ i(x)p(x)y(x) = i(x)q(x),

如果 (i(x)n(x))′ = i(x)p(x), 則上述上方可以改寫為 (i(x)n(x)y(x))′ = i(x)q(x), 這麼一來就有

i(x)n(x)y(x) =

∫

i(x)q(x) dx + C ⇒ y(x) =

∫

i(x)q(x) dx + C

i(x)n(x)
。

現在要確實找到一個積分因子 i(x) 以完成上面論述:

(i(x)n(x))′ = i(x)p(x)⇒ i′(x)n(x) + i(x)n′(x) = i(x)p(x)

⇒ i′(x)n(x) = i(x)(p(x) − n′(x))⇒ d

dx
ln |i(x)| = p(x)− n′(x)

n(x)
,

於是找到一個積分因子如

i(x) = e
∫

p(x)−n′(x)

n(x)
dx
。

現在我們要驗證的是這個解法與先將方程式對於 dy
dx 的係數調整成 1 之後再考慮積分因子 I(x)

的結果一致。 注意到

∫

p(x)− n′(x)
n(x)

dx =

∫

p(x)

n(x)
dx−

∫

n′(x)

n(x)
dx =

∫

p(x)

n(x)
dx− ln |n(x)|,

所以 (以下假設 n(x) > 0)

i(x) = e
∫

p(x)−n′(x)

n(x)
dx

= e
∫

p(x)

n(x)
dx−ln |n(x)|

=
e
∫

p(x)

n(x)
dx

n(x)
=

e
∫

P (x) dx

n(x)
=
I(x)

n(x)
,

於是

y(x) =

∫

i(x)q(x) dx+ C

i(x)n(x)
=

∫ I(x)
n(x)q(x) dx+ C

I(x)
=

∫

I(x)Q(x) dx+ C

I(x)
。

至此已驗證這兩者結果一致, 所以當遇到線性微分方程要求解時, 兩種方法都可行。 一般來說, 多

數人會採用第一種方法, 也就是先把 dy
dx 的係數除掉變成 1 之後再考慮積分因子 I(x) 的方法再求解。
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例 5. 試解初始值問題: xy′ + 2y = sinx, y(π) = 1
π
。

解. 先將微分方程式除以 x 之後得到 y′ + 2
x
y = sinx

x
, 再兩邊同乘積分因子

e
∫

2

x
dx = e2 ln |x| = eln |x|2 = x2

得到

x2y′ + 2xy = x sinx⇒ (x2y)′ = x sinx,

於是

x2y =

∫

x sinxdx = −
∫

xd cos x = −
(

x cos x−
∫

cos xdx

)

= −x cosx+ sinx+ C,

因為 y(π) = 1
π
, 所以 π2 · 1

π
= −π · (−1) + 0 +C, 得到 C = 0, 於是微分方程式的解為

y = −cos x

x
+

sinx

x2
。

若是考慮一般形的積分因子法解微分方程, 則是將方程式兩邊同乘積分因子

exp

(
∫

2− 1

x
dx

)

= exp

(
∫

1

x
dx

)

= exp (ln |x|) = x

得到 x2y′ + 2xy = x sinx, 所以之後的求解就和前面一樣, 兩種方法皆可行。

這個單元的最後想要再提一個問題: 為什麼我們要把這類的微分方程式稱為線性微分方程式? 除

了從形式上方程式中的未知量是以線性的形態呈現外, 更重要的是方程式的解也有線性的結構在內。

這裡我們先以中學數學裡平面中的直線方程式說起, 例如考慮方程式 3x + 2y = 5, 我們想要知道在

R
2 中有哪些點 (x, y) 滿足 3x+ 2y = 5。 一個得到答案的方法是先找一個滿足方程式 3x + 2y = 5

的點, 例如 (xp, yp) = (1, 1), 再研究方程式 3x + 2y = 0, 此時發現到若 x 的增加與 y 的減少是呈

現 2 : 3 的話, 則兩者的消長效應會抵消, 即 (xh, yh) = (2t,−3t), t ∈ R 滿足 3x+ 2y = 0。 所以方

程式 3x+ 2y = 5 的一般解是 (x, y) = (2t+ 1,−3t+ 1), t ∈ R。

仔細觀察上述求解法, 關於 (xp, yp) = (1, 1), 我們說它是原方程式 3x + 2y = 5 的一個特解

(partiular solution), 至於 (xh, yh) = (2t,−3t), t ∈ R, 我們說它是齊次方程式 3x+ 2y = 0 的齊

次解 (homogeneous solution), 而方程式 3x + 2y = 5 的通解會是齊次解與特解兩者相加, 也就是

(xh, yh) + (xp, yp) = (2t+ 1,−3t+ 1), t ∈ R, 這是線性方程式的解獨具的特色。

至於上面的討論和一階線性微分方程式的解有什麼關聯呢? 我們拿 例 2 說明, 我們知道微分方

程式 y′ + 2y = 5e3x 的解是 y = e3x + Ce−2x
, 其中 C ∈ R。 這個解的第一部份 yp = e3x 就是

微分方程式 y′ + 2y = 5e3x 的一個特解。 至於解的第二個部份 yh = Ce−2x 則是齊次微分方程式

y′ + 2y = 0 的齊次解。 於是微分方程式 y′ + 2y = 5e3x 的解可以拆解成 y = yp + yh。 特別注意到:

關於線性微分方程式 y′ + 2y = 0 的齊次解 yh = Ce−2x
, 若把 e−2x 想成是一個向量, 那麼其它的解

都是這個向量的倍數, 於是齊次方程式的解空間是一個向量空間 (vetor spae)。

雖然這個單元介紹線性微分方程式的求解法是用積分因子的理論處理, 而這個過程是看不太出線

性代數的結構面, 上面的討論是先用類比的過程讓大家知道線性微分方程式與線性代數理論息息相關,

關於線性微分方程式的解與向量空間在結數學構上的關聯, 我們還在會第 3 章探討二階線性微分方程

式的時候再提出, 那裡還會再用不同的方式詮釋這個概念, 各位屆時可以把所有與線性方程式的解和

線性代數理論再做一個整併。
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2.4 數學模型

我們為什麼要學數學? 學數學的目的又是什麼? 其實這件事必須自己找到一個答案, 之後才會願意學,

也才會快樂學。 撇開個人學習的意願層面不看, 我們會拿數學以一套帶有邏輯推演的方式幫助我們了

解並解決問題; 也就是說, 當我們想要用數學解決問題的時候, 通常會依循以下的流程:

實際生活問題 −→ 數學模型

↓
解釋生活問題 ←− 數學結論

另一方面, 我們到底該以何種角度學數學, 這其實也是要仔細深思的問題。 就微分方程這個課題,

除了數學的技術層面 (如何把微分方程式解出來) 之外, 還必須著重於如何合理地將原先要研究或討

論的問題改寫成數學式, 並且將解出來的結果進行適當地解釋。 當我們的數學課程中太著重於從數學

模型到數學結論之間的探討而缺乏更前面的鋪陳與最後的解釋時, 長久下來就會讓人有 「數學無用論」

的想法, 甚至產生數學只是不斷地在測驗一個人的智商而變調。

以下將由淺入深地探討幾個數學模型, 然後討論這些數學模型是否如實地推測過去、反應現狀或是

預測未來, 如果沒有, 那又該如何修改模型以達到更好地詮釋。

2.4.1 人口模型 (Population Growth)

西元 1798 年英國經濟學家馬爾薩斯 (Malthus) 的著作人口原理中提到了一句話:

人口的增長與人口數成正比。

如果我們將這句話用數學的模式寫出來, 那就變成

dP

dt
= kP, (4)

其中 P (t) 代表在時刻 t 的人口數, 而 k 是一個正的常數以表示增長。 對於微分方程式 (4), 它是分離

變數型微分方程式呢? 還是線性微分方程式呢? 一旦確定好類型, 那就把它的解算出來吧!

例 1. 試解初始值問題: P ′(t) = kP , P (0) = P0 > 0。

解. 若將它視為分離變數型微分方程式, 則為

P ′(t)

P
= k ⇒

∫

P ′(t)

P
dt =

∫

k dt⇒ ln |P (t)| = kt+ C

因為 P (t) > 0, 故絕對值可去除不予理會, 得到 P (t) = ekt+C = C1e
kt
, 其中 C1 = eC > 0。 再將初

始值 P (0) = P0 代入後得到 C1 = P0。 因此 P (t) = P0e
kt。

解. 若將它視為線性微分方程式 P ′(t) − kP (t) = 0, 將方程式兩邊乘上積分因子 e
∫

−k dt = e−kt 之

後得到 e−ktP ′(t)− ke−ktP (t) = 0, 於是

d

dt
(e−ktP (t)) = 0⇒ e−ktP (t) = C,C ∈ R⇒ P (t) = Cekt, C ∈ R。

因為 P (0) = P0, 得到 C = P0, 所以微分方程式的解為 P (t) = P0e
kt。
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例 2. 以下表格為 20�21 世紀各年份印度的人口數 (單位: 百萬)。

年份 1991 2001 2011 2021

人口 846 1028 1210 1415

(A) 試以 1991 與 2011 為基準預估 2021 年的人口, 並與實際人口數比較差異。

(B) 利用 (A) 的人口模型預測 2031 年印度人口。

解. 將 1991 年設定為 t = 0, 而 2011 年設定為 t = 20。 由 P (t) = P (0)ekt = 846 ekt, 而

P (20) = 846 e20k = 1210 解得 k = 1
20 ln

1210
846

.
= 0.017893, 得到模擬人口成長的函數為

P (t) = 846 e0.017893t。

(A) 由上推測 2021 年的人口數為 P (30) = 846 e0.017893·30 = 846 e0.53678
.
= 1447(百萬), 它比實

際人數多了約略 3200 萬。

(B) 由數學模型推估 2031 年的印度人口數為

P (40) = 846 e0.017893·40 = 846 e0.71571
.
= 1731(百萬)。

上述人口模型是最簡單的一個數學模型, 我們可以從數學模型所得到的結果與現狀對照並且預判

未來, 但是這樣的結果不曉得各位是否滿意? 若發現這個數學模型無法有效解釋現況甚至在預判未來

時產生失準的現象又該怎麼辦? 關於這類的後續問題, 我們會在單元 2.4.5 繼續討論。

2.4.2 放射性元素的衰退 (Radioative Deay)

實驗得知: 「放射性元素的衰退速率與其總質量呈正比」, 記 m0 是某個 t0 時刻放射性元素的質量, 而

m(t) 為從 t0 之後經過了 t 時刻放射性元素的質量, 若將上述引號中的話用數學式寫下, 則為:

dm

dt
= km, m(t0) = m0,

其中 k 是一個負的常數以呈現衰退。 而方程式的解為 m(t) = m0e
kt。

研究放射性元素的衰退率會使用 半衰期 (half-life) 的概念, 半衰期的意思是�當質量衰退為原本

的一半時所經過的時間。� 換言之, 由半衰期可以決定每一種放射性物質相應的 k 值。

例 3. 研究得知碳 14 的半衰期為 5730 年。 在非洲挖掘出人頭蓋骨, 其碳 14 的含量相對於正常量為

76%, 試推估其存在年代。

解. 由 m(t) = m0e
kt 以及半衰期的定義得到

m(5730)

m0
= ek·5730 =

1

2
,

由此得知 k 值滿足 ek =
(

1
2

)
1

5730 。

又由頭蓋骨的資訊得知

76

100
=
m(t0)

m0
= (ek)t0 =

(

1

2

)
1

5730
·t0

,

所以可解得 t0 ≈ 2268.67(年)。
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2.4.3 牛頓冷卻定律 (Newton's Law of Cooling)

所謂 牛頓冷卻定律 (Newton's Law of Cooling) 是指物體冷卻的速度與物體溫度和環境溫度的差呈

正比, 其中溫度差不能過大。 假設 T (t) 是 t 時刻物體的溫度, 而 Ts 是環境溫度 (假設為常數), 牛頓

冷卻定律得知 T (t) 滿足以下微分方程式:

dT

dt
= k(T − Ts),

其中 k 為負的常數表示冷卻。 對於牛頓冷卻定律, 一個比較好的理解微分方程式的方法為:

d(T − Ts)
dt

= k(T − Ts),

所以函數 T (t) 的解為: T (t) − Ts = (T (0) − Ts)ekt; 換言之, T (t) = Ts + (T (0) − Ts)ekt。 當初始

溫度 T (0) 比室溫高, 則過程為冷卻, 此時 k 值為負; 若初始溫度 T (0) 比室溫低, 則過程為升溫, 比

方說退冰, 此時 k 值為正。

例 4 (名偵探柯南). 一場兇殺案,屍體於 2:30AM的溫度為 33.5◦C,一小時過後, 屍體降溫至 31.2◦C。

若當天氣溫為 18.0◦C, 請以人體正常體溫為 37.0◦C 推估兇殺案發生的時間。

解. 首先製作表格以清楚知道每個時間點的各種資訊:

時間 溫度 溫差

t = t0 37.0◦C 19.0◦C

t = 1 33.5◦C 15.5◦C

t = 2 31.2◦C 13.2◦C

因為 13.2 = 15.5ek , 所以 k = ln
(

13.2
15.5

)

, 再由 19.0 = 15.5ek·t0 得到 k · t0 = ln
(

19.0
15.5

)

, 於是

t0 = −1.26756 約略是 1 小時 16 分 3 秒。 因此推測死亡時間約為上午 1 點 13 分 57 秒時行兇。

2.4.4 連續複利 (Continuously Compounded Interest)

記本金為 A0, 年利率為 r, 銀行記息方式有單利與複利兩種, 其中 t 年之後的本利和計算方式如下 (n

為一年當中計算複利的期數):

(A) 單利: 本利和 =本金× (1 +年利率 ×年份), A = A0(1 + rt)。

(B) 複利: 本利和 =本金×
(

1 + 年利率
期數

)期數×年份
, A = A0

(

1 + r
n

)nt
。

所謂 連續複利 (ontinuously ompounded interest) 是指當期數 n 趨近於無限大的結果, 於是

A(t) = lim
n→∞

A0

(

1 +
r

n

)nt

= lim
n

r
→∞

A0

(

1 +
1
n
r

)
n

r
·rt

= A0

(

lim
y→∞

(

1 +
1

y

)y)rt

= A0e
rt。

所以連續複利公式會滿足微分方程式:

dA

dt
= rA。

例 5. 以年利率為 6% 的連續複利計息方式, 投資一筆錢後多久本利和增倍?

解. 假設本金為 A0 > 0, 欲求 t 使得 A0e
0.06t = 2A0, 即 e0.06t = 2, 兩邊取自然對數後得到

0.06t = ln 2, 所以 t = ln 2
0.06 ≈ 11.55(年)。
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2.4.5 邏輯斯模型 (Logisti Models)

單元 2.4.1 所討論的馬爾薩斯人口模型並不適合預測長時間的人口數, 這是因為人口不可能只依循指

數函數的關係無限制增長下去, 理由在於有很多其它的因素影響人口變化, 一個最容易想到的因素是

自然資源有限, 糧食無法無限制供應給愈來愈多的人。 這時我們要對數學模型進行調整; 換言之, 如果

資源有限使得人口不可能無限制增長是個重要的因素時, 就可以提出新的看法, 像是以下新觀點:

當人口少的時候, 人口增長的趨勢與原人口模型相近; 當人口超過某個數量之後, 人口的

增加的速率會趨緩。

我們要如何修正原先的人口模型以貼近上述想法呢? 這裡要介紹的 邏輯斯模型 (logisti model)

是由比利時社會學家霍更斯特 (P.F. Verhurst) 於 1845 年所提出的修正人口模型:

dP

dt
= kP

(

1− P

M

)

, (5)

其中常數 M > 0 稱為 飽合值 (arrying apaity), 表示某一地區允許的最多的人口數。

首先我們討論邏輯斯模型 (5) 的確符合上述人口數的觀察。

• 當 P (t) 很小, 也就是 P (t)≪M 時, 則 1− P
M
≈ 1, 所以 dP

dt ≈ kP 說明當人口較少的時候,

人口增長與原人口模型相近。

• 當 P (t) > 1
2M , 則 P ′ = kP

(

1− P
M

)

> 0 表示人口數隨時間繼續增加; 另一方面, 因為

P ′′ = k(P ′ − 2PP ′

M
) = kP ′(1− 2P

M
) < 0, 所以人口增加的速率會趨緩。

建立出新的數學模型之後, 接下來要探討這個修正人口模型的解。

例 6. 試解邏輯斯模型 (5), 其中 P (0) = P0 ∈ (0,M)。

解. 將方程式進行改寫, 得到 dP
dt = kP

(

1− P
M

)

= k
M
P (M − P ), 於是

1

P (M − P )
dP

dt
=

k

M
⇒
∫

1

P (M − P )
dP

dt
dt =

∫

k

M
dt⇒

∫

1

P (M − P ) dP =

∫

k

M
dt,

左式的積分為
∫

1

P (M − P ) dP =

∫

1

M

(

1

P
+

1

M − P

)

dP =
1

M

(
∫

1

P
dP −

∫

1

M − P d(M − P )
)

=
1

M
(ln |P | − ln |M − P |) + C =

1

M

(

ln

∣

∣

∣

∣

P

M − P

∣

∣

∣

∣

)

+ C,

所以

1

M

(

ln

∣

∣

∣

∣

P

M − P

∣

∣

∣

∣

)

=
k

M
t+ C1 ⇒ ln

∣

∣

∣

∣

P

M − P

∣

∣

∣

∣

= kt+ C2 ⇒
∣

∣

∣

∣

P

M − P

∣

∣

∣

∣

= ekt+C2 = C3e
kt,

拆絕對值之後則有

P

M − P = ±C3e
kt = C4e

kt ⇒ P (t) =
M

1 + C5e−kt
, 其中 C5 =

1

C4
。

因為 P (0) = P0, 所以 C5 =
M
P0
− 1, 因此 P (t) = M

1+
(

M

P0
−1

)

e−kt
。
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2.4.6 其它的數學模型

如前所述, 當我們學習微分方程時, 不只是純粹在學習如何將答案解出來而已, 而是要多花一些時間思

考實際問題與相應的微分方程式之間的關係。

從一開始介紹的人口成長模型到修正後的人口模型 (邏輯斯方程), 可以得到一個心得: 當我們想

建立一個相對完整的數學模型時, 可嘗試的做法是將實際問題中最重要的因子找出來, 相應地先設計

出一個簡單的模型, 然後探討這個模型對於現狀而言是否有達到一定程度的精準。 所謂的精準是依賴

於你的研究目標, 可能是解釋過去、評估現狀、或是預測未來。 一旦認定這個模型與實際情況誤差過大,

那麼就要繼續追問: 是否有另外一個不能忽略的因子, 如果有的話, 該如何將這個因子納入數學模型

中, 然後再重新探討方程式並重做評估。 這樣不斷地修正後就可以得到較完整的數學模型。

以下的幾個例子會接續人口模型的討論而得到各式各樣的數學模型。

例 7. 美國生物學家珀爾 (Raymond Pearl) 於 1920 年發現在有限的空間中果蠅總數之增長也可以

用邏輯斯模型描述:

dP

dt
= 0.2P

(

1− P

1035

)

。

試畫出這個微分方程式的 解曲線 (solution urve), 並分析解的 漸進行為 (asymptoti behavior)。

解. 由 例 6 討論, 代入 k = 0.2,M = 1035 後得到: 如果 P 6= 0, 1035, 則

P (t) =
1035

1 +
(

1035
P0
− 1
)

e−0.2t
,

而 P ≡ 0, P ≡ 1035 也是微分方程式的解。 注意到在 P ≡ 1035 的情況可以納入到上面的函數表達。

圖 2.2 是利用數學軟體畫出在初始值分別是 P0 = 20, 50, 80 的時候 P (t) 的函數圖形, 而上、下兩條

水平線表示 P = 0 與 P = 1035 兩者都是微分方程式的解。
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圖 2.2: 圖中的三條曲線 (由下到上) 分別是初始值 P0 = 20, 50, 80 的解曲線; 而上、下兩條

水平線 P = 1035 與 P = 0 也是微分方程的解。

現要觀察解的漸進行為, 因為 lim
t→∞

e−0.2t = 0, 若 P0 6= 0, 則 1035
P0
− 1 6= 0, 所以

lim
t→∞

P (t) = lim
t→∞

1035

1 +
(

1035
P0
− 1
)

e−0.2t
=

1035

1 +
(

1035
P0
− 1
)

lim
t→∞

e−0.2t
= 1035,

若 P0 ≡ 0, 則 P (t) = 0, 所以 lim
t→∞

P (t) = 0。
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上例當中, 若初始值 P0 介於 0 到 M
2 = 1035

2 之間的解曲線 P (t) 有如 S 形狀 (S-shaped): 曲

線 P = P (t) 最初上升緩慢, 接著急速上升, 當 P (t) 超過 M
2 之後, 增加的程度漸緩, 最後趨於水平

漸近線 P =M。 除了生物的繁殖外, 許多現象如傳染病的傳播, 本質上都符合這種模型。

上一段話當中, 其實說明了一件事: 這些解曲線滿足 P (t0) = M
2 的地方 (t0,

M
2 ) 其實是函數

P (t) 圖形的反曲點 (point of in�etion)。 這件事我們可從 P ′′ = k(P − 2PP ′

M
) = kP (1 − 2P

M
) = 0

得到驗證。 而它也反應了另一件事: 一般說來, 我們並不一定要先把方程式的解明確寫出來才能分析

解的行為, 單純從方程式本身就可以告訴我們一些現象。 如圖 2.3, 我們可以畫出 P ′ 的符號表:
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圖 2.3: 由方程式本身就可以判斷 P ′ 的正、負號。

將圖 2.3 旋轉 90 度後與圖 2.2 的縱軸貼齊, 根據 P ′ 的正負號就可以畫出箭頭是指向上 (隨 t 增

加時 P (t) 增加) 或是指向下 (隨 t 增加時 P (t) 減少)。 而這個例子中, 我們會說 P = 0 與 P = 1035

是 平衡點 (equilibrium points); 其中 P = 1035 是 穩定態 (stable); 也就是說, 在 P = 1035 附近

的那些初始值的解隨 t 增加 P (t) 會趨近於 1035。 至於 P = 0 是 不穩定態 (unstable); 換言之, 在

P = 0 附近的那些初始值的解隨 t 增加 P (t) 會遠離 0。

例 8. 有些生物會有一個現象: 當總數小於一個數字 m 時, 該物種將瀕臨絕種。 若要將這個因素呈現

於微分方程式當中, 我們可以考慮以下方程:

dP

dt
= kP

(

1− P

M

)

(

1− m

P

)

。

試由方程式的型態討論解的特性。

解. 令 f(P ) = kP
(

1− P
M

) (

1− m
P

)

, 然後畫出 P 對於 f(P ) 的函數圖形, 如圖 2.4 所示:
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圖 2.4: 用圖形說明 f(P ) = kP (1− P
M
)(1− m

P
) 的大小。

因為 f(P )的正負號其實反應了 dP
dt 的正負號, 也就是數量的遞增或遞減。 因此, P = 0, P = m,P =

M 是平衡點; 而 P = 0, P =M 是穩定態; 至於 P = m 是不穩定態。 更仔細地說, 我們得到:

• 若 0 < P < m, 則 lim
t→∞

P (t) = 0, 反應物種將瀕臨絕種。

• 若 m < P < M , 則 lim
t→∞

P (t) =M , 反應物種將在環境中趨於飽合。

• 若 M < P , 則 lim
t→∞

P (t) =M , 反應環境無法負荷過多的物種使之衰減至飽合值。
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例 9. 對於生態學中某些生物總數的增長, 還要考慮一些其它因素, 所以會再對邏輯斯模型再加以修

改。 例如考慮某種特別魚群的數量, 因為每天魚都會被捕捉, 假設魚群以常數 c 的速率被捕, 於是可以

設定微分方程式

dP

dt
= kP

(

1− P

M

)

− c

以描述魚群總數的增長模型。 試由方程式討論解的特性。

解. 令 f(P ) = kP
(

1− P
M

)

− c = −kP 2+kMP−cM
M

, 其中 k,M, c 為三個正數, 而 f(P ) 的正負號與

分子 g(P ) = −kP 2+ kMP − cM 的正負號一致, 故分析 g(P )。 此外, 我們感興趣的是在 P > 0 的

情況。 對於 k,M, c 這三個正數, 因為 k 和 M 是魚群在環境中自然地成長與飽合值, 而 c 值是人為

因素, 所以我們感興趣的問題是: c 值的大小如何影響魚群數量。

首先, 將 g(P ) 進行配方法得到

g(P ) = −kP 2 + kMP − cM = −k
(

P − M

2

)2

+
M(kM − 4c)

4
。

• 如果 c < kM
4 , 則 dP

dt = 0 有兩個平衡點

P± =
kM ±

√
k2M2 − 4kcM

2k
=
kM ±

√

kM(km− 4c)

2k
,

畫出 P 對於 g(P ) 的關係圖, 如圖 2.5 所示:
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圖 2.5: 函數 g(P ) = −kP 2 + kMP − cM 的圖形。

由上圖可知: P = P− 是不穩定態, P = P+ 是穩定態; 也就是說, 若初始值 P0 在 P− 附近又

比 P− 小的話, 那麼魚群數量會愈來愈少趨於滅絕; 若初始值 P0 ∈ (P−, P+), 環境與捕捉兩者

相較之下, 會讓魚群增長而趨於 P = P+; 若初始值 P0 在 P+ 附近又比 P+ 大的話, 因為環境

已達飽合不利魚群生長, 又有捕捉因素, 所以魚群數量會減少而趨於 P = P+。

• 如果 c > kM
4 , 則 dP

dt < 0, 表示魚群過於捕捉。 不論初始值 P0 為何, 都有 lim
t→∞

P (t) = 0, 這

表示魚群會愈來愈少總將瀕臨絕種。

• 如果 c = kM
4 , 則 dP

dt = 0 有一個平衡點 P̄ = M
2 。 若 P < P̄ , 則 g(P ) < 0; 若 P > P̄ , 則

g(P ) < 0。 此時 P = P̄ 是一個 半穩定態 (semistable); 也就是說, 不論初始值 P0 為何, 魚群

都會減少, 若一開始的魚群不夠多 (小於 P̄ ), 那麼魚群會趨於滅絕; 若一開始的魚群過剩 (大於

P̄ ), 那麼魚群會趨於 P = P̄ 。
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2.5 正合方程式

本單元將探討正合方程式及其相關的延伸問題。 現給出正合方程式的定義:

定義 1 (第 70 頁). 考慮以微分形式所呈現的一階微分方程式:

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0, (6)

若存在一個二變數函數 ϕ(x, y) 使得

dϕ(x, y) = P (x, y) dx+Q(x, y) dy,

則稱微分方程式 (6) 是 正合方程式 (exat equation)。 在這個情況之下, 正合方程式 (6) 的解是

ϕ(x, y) = C, 其中 C ∈ R。

定義了正合方程式, 以下我們要問兩個問題:

(A) 是否有什麼方法或判別式確定方程式 P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0 是正合的?

(B) 若已確定 P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0 是一個正合方程式, 要如何找到 ϕ(x, y)?

關於問題 (A), 假設存在 ϕ(x, y) 使得 dϕ(x, y) = P (x, y) dx+Q(x, y) dy, 因為

dϕ(x, y) =
∂ϕ

∂x
dx+

∂ϕ

∂x
dy,

所以將方程式 (6) 與 ϕ(x, y) 的全微分兩者對照之下, 得知正合微分方程式的解必須滿足

P (x, y) =
∂ϕ

∂x
與 Q(x, y) =

∂ϕ

∂y
。

若 P (x, y) 與 Q(x, y) 具有連續的偏導函數時, 那麼函數 ϕ(x, y) 就是一個二次偏導數仍連續的函數,

由克萊羅定理 (Clairaut's Theorem), 得知

∂2ϕ

∂x∂y
=

∂2ϕ

∂y∂x
。

所以, 若微分方程式 (6) 是正合時, 其必要條件是 ∂Q
∂x

= ∂P
∂y

。

至於 ∂Q
∂x

= ∂P
∂y
會是讓微分方程式 (6) 是正合的充分條件嗎? 其結果是: 若討論的區域是 單連通

(simply onneted) 時, 由格林定理 (Green's Theorem) 得知: 若 ∂Q
∂x

= ∂P
∂y

, 那麼方程式 (6) 是正

合的。 有關格林定理, 它是微積分 (向量微積分) 的課程內容, 各位應自行回顧將這部份的論述補齊。

關於問題 (B), 目標是要找 ϕ(x, y) 使得

{

∂ϕ
∂x

= P (x, y)
∂ϕ
∂y

= Q(x, y),

先將第一個式子對於 x 積分後, 左式為 ϕ(x, y), 而右式的積分常數是一個和 y 有關的函數 h(y)。 再

將式子兩邊對 y 偏微分後與第二式比較, 就可以解出 h(y)。 這部份的過程與微積分 (向量微積分) 課

程中尋找位勢函數 (potential funtion) 的方法一樣, 也建議各位回去複習那部份的內容並與這裡討

論的內容對照。
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例 2 (第 72 頁). 試解微分方程式

(x+ sin y) dx+ (x cos y − 2y) dy = 0。

解. 記 P (x, y) = x + sin y 與 Q(x, y) = x cos y − 2y。 計算 Qx = cos y 與 Py = cos y, 因為

Qx = Py, 所以它是一個正合微分方程式; 也就是說, 存在 ϕ(x, y) 使得

{

∂ϕ
∂x

= x+ sin y
∂ϕ
∂y

= x cos y − 2y。

由 ∂ϕ
∂x

= x+ sin y 得到

ϕ(x, y) =

∫

(x+ sin y) dx =
1

2
x2 + x sin y + h(y),

再計算

∂ϕ(x, y)

∂y
= x cos y + h′(y) = x cos y − 2y

所以 h′(y) = −2y, 得到 h(y) = −y2 + C1, 其中 C1 ∈ R。 因此 1
2x

2 + x sin y − y2 = C, 其中

C ∈ R, 是微分方程式 (x+ sin y) dx+ (x cos y − 2y) dy = 0 的解。

對於非正合的微分方程式, 有時我們可透過將方程式乘上 積分因子 (integrating fator) µ(x, y)

之後得到新的微分方程式表達

µ(x, y)P (x, y) dx + µ(x, y)Q(x, y) dy = 0

之下, 它是一個正合方程式。 在此觀察 µ(x, y) 必須滿足的條件: 假設 ϕ(x, y) 滿足

dϕ = µ(x, y)P (x, y) dx + µ(x, y)Q(x, y) dy = 0。

因為 µ(x, y)P (x, y) 與 µ(x, y)Q(x, y) 滿足

∂(µQ)

∂x
=
∂(µP )

∂y
⇒ µxQ+ µQx = µyP + µPy ⇒ µ = −Qµx − Pµy

Qx − Py
。

現在我們討論以下三種特殊情況:

(A) 若 − Q
Qx−Py

只與 x 有關, 那麼可以考慮乘上只與 x 有關的積分因子 µ(x), 其中

µ(x)

µ′(x)
= − Q

Qx − Py
⇒ µ′(x)

µ(x)
= −Qx − Py

Q
⇒ µ(x) = exp

(
∫

−Qx − Py

Q
dx

)

。

(B) 若 P
Qx−Py

只與 y 有關, 那麼可以考慮乘上只與 y 有關的積分因子 µ(y), 其中

µ(y)

µ′(y)
=

P

Qx − Py
⇒ µ′(y)

µ(y)
=
Qx − Py

P
⇒ µ(x) = exp

(
∫

Qx − Py

P
dx

)

。

(C) 若 − (yQ−xP )
Qx−Py

= f(xy), 那麼可以考慮積分因子的型式為 µ(v) = µ(xy), 其中

µ(v)

µ′(v)
= −(yQ− xP )

Qx − Py
= f(v)⇒ µ′(v)

µ(v)
=

1

f(v)
⇒ µ(xy) = exp

(
∫

1

f(v)
dv

)

。
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例 3 (第 72 頁). 試解微分方程式 (3x3 + y) dx + (2x2y − x) dy = 0, 其中討論的區域是單連通的

而且不含坐標原點。

解. 記 P = 3x3 + y 與 Q = 2x2y − x, 則 Qx = 4xy − 1 與 Py = 1。 因為 Qx 6= Py, 所以這個方

程式並非正合方程式。 然而, 因為 Qx − Py = 4xy − 2 = 2(2xy − 1), 得到

− Q

Qx − Py
= −x(2xy − 1)

2(2xy − 1)
= −x

2

是一個只與 x 有關的函數, 所以可以考慮積分因子

µ(x) = exp

(
∫

−Qx − Py

Q
dx

)

= exp

(
∫

−2

x
dx

)

= exp (−2 ln |x|) = 1

x2
,

將方程式兩邊同乘 µ(x) = 1
x2 之後得到

(

3x+
y

x2

)

dx+

(

2y − 1

x

)

dy = 0,

則它會是正合方程式。

現在想要找到 ϕ(x, y) 使得
{

∂ϕ
∂x

= 3x+ y
x2

∂ϕ
∂y

= 2y − 1
x
。

由 ∂ϕ
∂x

= 3x+ y
x2 得到 ϕ(x, y) = 3

2x
2− y

x
+h(y), 再與第二式相比較得到 ∂ϕ

∂y
= − 1

x
+h′(y) = 2y− 1

x
,

所以 h′(y) = 2y 解得 h(y) = y2 + C1。 因此微分方程式的解為 3
2x

2 − y
x
+ y2 = C, 其中 C ∈ R。

例 4. 試解微分方程式 (3xy + 2y2) dx+ (3xy + 2x2) dy = 0。

解. 令 P = 3xy + 2y2 與 Q = 3xy + 2x2。 計算 Qx = 3y + 4x 與 Py = 3x+ 4y, 因為 Qx 6= Py,

所以這個方程式並非正合方程式。 然而, 因為 Qx − Py = x− y, 而且

−(yQ− xP )
Qx − Py

= −y(3xy + 2x2)− x(3xy + 2y2)

x− y =
x2y − xy2
x− y =

xy(x− y)
x− y = xy,

所以我們可以將方程式兩邊乘上 µ(v) = µ(xy) 使之為正合方程式, 其中

µ(v) = exp

(
∫

1

v
dv

)

= exp (ln |v|) = v = xy,

於是 (3x2y2 + 2xy3) dx+ (3x2y2 + 2x3y) dy = 0 是一個正合方程式。

現在想要找到 ϕ(x, y) 使得
{

∂ϕ
∂x

= 3x2y2 + 2xy3

∂ϕ
∂y

= 3x2y2 + 2x3y。

由 ∂ϕ
∂x

= 3x2y2 + 2xy3 得到 ϕ(x, y) = x3y2 + x2y3 + h(y), 再與第二式相比較得到

∂ϕ

∂y
= 2x3y + 3x2y2 + h′(y) = 3x2y2 + 2x3y,

所以 h′(y) = 0 解得 h(y) = C1。 因此微分方程式的解為 x3y2 + x2y3 = C, 其中 C ∈ R。
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2.6 一階微分方程式的綜合討論

這一個單元想要針對前面幾個單元的內容進行綜合討論。 我們用問與答的方式呈現這一個單元。

問題 1. 什麼是分離變數型微分方程式? 任何分離變數型微分方程式都是正合方程式嗎? 為什麼?

解. 所謂分離變數型微分方程式, 是指型如

dy

dx
= p(x)q(y)

的式子, 其中 p(x) 是一個與 x 有關的函數, 而 q(y) 是一個與 y 有關的函數。 若將分離變數型微分方

程式改用微分型式的方程式表達, 則為

1

q(y)
dy = p(x) dx⇒ p(x) dx− 1

q(y)
dy = 0。

令 P = p(x) 與 Q = − 1
q(y)。 因為 Qx = 0, Py = 0, 得到 Qx = Py, 所以分離變數型微分方程式是

正合方程式 (這裡假設討論的區域是單連通的)。 因此我們可以用正合方程式的求解法處理分離變數型

微分方程式。

問題 2. 什麼是一階線性常微分方程式? 任何一階線性常微分方程式都是正合方程式嗎? 為什麼?

解. 形如

dy

dx
+ p(x)y = q(x)

的方程式稱為一階線性常微分方程式, 其中 p(x) 與 q(x) 是在區間 I 上的連續函數。 若將方程式改

寫成微分形式

(q(x)− p(x)y) dx− dy = 0

的樣子, 然後令 P = q(x) − p(x)y 與 Q = −1, 因為 Qx = 0, Py = −p(x), Qx 6= Py, 所以它並非

正合方程式。

因為

− Q

Qx − Py
=

1

p(x)

只與 x 有關, 所以可以將方程式同乘一個與 x 有關的積分因子 µ(x) 使得

µ(x)(q(x) − p(x)y) dx− µ(x)dy = 0

是正合方程式。 而這個積分因子 µ(x) 滿足

µ′(x)

µ(x)
= −Qx − Py

Q
= p(x)⇒ ln |µ(x)| =

∫

p(x) dx⇒ µ(x) = e
∫

p(x) dx,

得知這個積分因子和線性微分方程式當中得到的積分因子相同; 也就是說, 這兩類方程式所描述的積

分因子是在講同一件事。
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問題 3. 什麼是一階齊次微分方程式? 任何一階齊次微分方程式都是正合方程式嗎? 對於一般的一階

齊次微分方程式, 我們可以考慮的積分因子的形式是什麼?

解. 若一階微分方程式可以表達成

dy

dx
= F

(y

x

)

時稱為一階齊次微分方程式。 若將方程式改寫成

F
(y

x

)

dx− dy = 0,

然後令 P = F ( y
x
), Q = −1, 因為 Qx = 0, Py = F ′( y

x
) · 1

x
, Qx 6= Py, 所以它並非正合方程式。

若我們重新研究積分因子的討論時, 因為 y
x
的形式勢必會出現, 所以我們可以往下追問的是: 在

什麼情況下, 將方程式兩邊乘上形如 µ(v) = µ( y
x
) 的積分因子之後可得新的方程式是正合的。 此時,

因為 µx = µ′(v) · (− y
x2 ) 以及 µy = µ′(v) · 1

x
, 所以 µ 必須滿足

µ = −Qµx − Pµy
Qx − Py

= −µ
′(v) · y

x2 − F (v) · µ′(v) · 1x
−F ′(v) · 1

x

⇒ µ(v)

µ′(v)
=
v − F (v)
F ′(v)

。

從上面的討論中, 我們發現到
v−F (v)
F ′(v) 是一個只與 v 有關的函數, 所以乘上型如 µ(v) 的積分因子是

可行的。 此外, 我們有

µ′(v)

µ(v)
=

F ′(v)

v − F (v) ⇒
∫

µ′(v)

µ(v)
dv =

∫

F ′(v)

v − F (v) dv ⇒ ln |µ(v)| =
∫

F ′(v)

v − F (v) dv,

於是可以選取一個積分因子為

µ(v) = exp

(
∫

F ′(v)

v − F (v) dv
)

。

問題 4. 一個微分方程式只會有一種積分因子嗎? (這裡將差異是常數倍的積分因子視為同一種。)

解. 考慮微分方程式 y dx− xdy = 0, 記 P = y,Q = −x, 則 Qx = −1, Py = 1, 因為 Qx 6= Py, 所

以這個方程式並非正合方程式。 這時, 考慮以下情況:

• 因為 − Q
Qx−Py

= −x
2 只與 x 有關, 所以我們可以同乘只與 x 有關的積分因子 µ(x), 這個積分

因子必須滿足

µ(x)

µ′(x)
= − Q

Qx − Py
= −x

2
⇒ µ′(x)

µ(x)
= −2

x
⇒ µ(x) =

1

x2
。

• 因為 P
Qx−Py

= −y
2 只與 y 有關, 所以我們可以同乘只與 y 有關的積分因子 µ(y), 這個積分因

子必須滿足

µ(y)

µ′(y)
=

P

Qx − Py
= −y

2
⇒ µ′(y)

µ(y)
= −2

y
⇒ µ(y) =

1

y2
。

由上討論得知: 對於同一個方程式, 積分因子的選取方法可能不只一種。
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問題 5. 什麼類型的微分方程式可以考慮使用積分因子 µ(x+ y) 以求解?

解. 假設一個方程式 P (x, y) dx + Q(x, y) dy = 0 不是正合方程式, 但是乘上 µ(v) = µ(x + y) 之

後形成正合方程式, 因為 µx = µ′(v), µy = µ′(v), 代入積分因子的條件後得到

µ(v) = −Qµx − Pµy
Qx − Py

= −Qµ
′(v)− Pµ′(v)
Qx − Py

⇒ µ(v)

µ′(v)
= − Q− P

Qx − Py
。

由上討論我們知道: 若 − Q−P
Qx−Py

= f(x+ y), 那麼我們就可以將方程式乘上 µ(v) = µ(x + y) 使得

方程式是正合的。 此時,

µ′(v)

µ(v)
= −Qx − Py

Q− P ⇒
∫

µ′(v)

µ(v)
dv =

∫

−Qx − Py

Q− P dv ⇒ µ(v) = exp

(
∫

−Qx − Py

Q− P dv

)

。

問題 6. 既然之前討論的一階微分方程式 (分離變數型微分方程式、齊次方程式、一階線性微分方程式)

都和正合方程式有關, 為什麼我們要花時間先討論那些微分方程式, 直接介紹正合方程式的理論不就

好了嗎?

解. 由前面的討論知道: 雖然分離變數型微分方程式、齊次方程式、一階線性微分方程式都可以歸結到

正合方程式, 但為何要先花時間介紹那些微分方程式, 原因有以下幾個:

(A) 就微分方程式的演進來說, 分離變數型的微分方程式、齊次方程式、一階線性微分方程式是早於

正合方程式的出現, 而且一些重要或是有趣的問題, 對應到的方程式都是這幾類的問題, 所以它

們的求解法自然是先出現而且是先被研究的; 正合方程式及其變形是後期才有的產物, 若沒有

本單元前面幾個問題的引導, 或許大家也不會曉得這些微分方程式彼此有關聯。

(B) 雖然那些方程式都可以歸結到正合方程式, 但是正合方程式的求解過程中複雜而繁瑣, 要得到

最後答案的過程相當冗長, 其它的方程式可以很快得到結果。 各位在正合方程式的那個單元也

了解到: 若原始的方程式不非正合方程式時, 我們可以考慮乘上積分因子 µ(x, y) 使之正合, 而

µ(x, y) 會滿足一個一階偏微分方程式, 這個方程式的解並不容易, 所以我們才只處理某些特別

形式的方程式進行討論。

(C) 每一類型的微分方程式各有其特色, 若把它們都視為和與正合方程式有關的問題反而看不出每

個方程式的特別之處。 比方說線性微分方程式的解從原始的結構看問題的時候, 可以知道方程

式的解與線性代數的關係, 若是從正合方程式的觀看出發時, 就失去了那層意義。 又像是在建構

數學模型的時候, 我們會從原始的微分方程式的樣貌去設定相應的方程式, 用微分形式的方程

式較難體會方程式的實際意義。

現在反過來看這個問題, 這一個單元呈現的用意是在於: 多數學生在學一階微分方程式的時候, 會知

道每一種方程式有對應的解法, 也有它獨特的結果, 但是鮮少人知道這些方程式都是合正方程式有關,

或者說, 在線性微分方程式的時候是利用積分因子法, 在正合方程式的第二部份討論時也用了積分因

子法, 我們自然會去追問這兩種積分因子是在講同一件事嗎? 還是它們是兩個不一樣的概念? 因為光

是看原先的討論大概無法立刻下結果, 所以需要進一步地分析才會了解。 在這個問題解決之後, 連同

就會追問是不是其它類型的微分方程式也與正合方程式有關。

總之, 上述的說明是給各位一個參考, 希望大家對於一階微分方程式的理論有較為全面的認識。
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2.7 一階微分方程式初始值問題解的存在唯一性定理

這一個單元想要探討一階微分方程式初始值問題

dy

dx
= F (x, y), y(0) = 0

在什麼樣的條件下, 這個方程式的解具有存在性 (existene) 與唯一性 (uniqueness); 此外, 在什麼條

件下, 方程式的解不見得有唯一性。 這個單元的編排是先把在證明定理時需要用到的預備知識獨立成

一個小單元並放在最前面, 這樣可以讓各位更快了解並掌握定理的證明。

2.7.1 預備知識

這一個小單元所介紹的定義與定理都是微積分與高等微積分的範疇, 這裡只列出其結果, 至於證明可

參閱與數學分析相關的教科書。

定義 1 (連續函數, ontinuous funtion). 假函數 f(x) 在閉區間 I = [a, b] 有定義,

(A) 若 x0 ∈ (a, b) 且滿足 lim
x→x0

f(x) = f(x0), 則稱函數 f(x) 在 x = x0 處連續 (ontinuous at

x = x0)。

(B) 若 lim
x→a+

f(x) = f(a) 則稱函數 f(x) 在 x = a 連續; 若 lim
x→b−

f(x) = f(b) 則稱函數 f(x) 在

x = b 連續。

(C) 若函數 f(x) 對所有 x0 ∈ [a, b] 處連續, 則稱函數 f(x) 在區間 I = [a, b] 上連續。

關於連續函數的定義, 我們可以把函數 f(x) 在 x = x0 連續理解成

lim
x→x0

f(x) = f( lim
x→x0

x),

也就是說, 函數一點連續意味著極限的操作與函數取值的操作兩者順序可交換。

有界閉區間上的連續函數有四個重要的大定理, 分別是: 有界性定理、極值定理、中間值定理、均勻

連續定理, 這裡我們需要用到的是極值定理, 故呈現此結果。

定理 2 (極值定理, Extreme Value Theorem). 若函數 y = f(x) 在閉區間 I = [a, b] 上連續, 則存

在 xm, xM ∈ [a, b] 使得 f(xm) = min
x∈I

f(x) 與 f(xM) = max
x∈I

f(x)。

在引進函數 f(x) 在一點的導數 f ′(x0) 與還有可微分函數的概念後, 關於可微分函數的理論, 均

值定理是最常用的定理。

定理 3 (均值定理, Mean Value Theorem). 若函數 f(x) 在 [a, b] 上連續, 在 (a, b) 上可微分, 則

存在 ξ ∈ (a, b) 使得

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a ⇔ f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a)。
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微積分基本定理可說是微積分理論中最重要的一個定理, 它在述說求導的操作與積分的操作兩者

是互逆的運算, 微積分基本定理的第一部分是在描述先積分再求導則還原, 至於第二部分則是在描述

先求導再積分後的結果。

定理 4 (微積分基本定理, Fundamental Theorem of Calulus, Part I and Part II).

(A) 若 f(x) 在閉區間 [a, b] 上連續, 定義函數 F (x) =
∫ x

a
f(t) dt, 則 F ′(x) = f(x)。

(B) 若 f(x) 在閉區間 [a, b] 是一次微分仍連續的函數, 則
∫ b

a
f ′(x) dx = f(b)− f(a)。

到了函數列 {fn(x)}∞n=1 與函數項級數
∞
∑

n=1
fn(x) 的理論, 我們最關心的問題是: 當函數列的每

一項 fn(x) 在區間 I = [a, b] 上有好的數學性質 (比方說連續性、可積性、可微分性等), 那麼取極限

之後的函數 f(x) = lim
n→∞

fn(x) 是否也保有這些數學性質? 若不給予任何限制, 我們總是可以造出各

種違反心中理想的例子。 於是我們要尋求適當的條件, 而且想要給出一些好的判別法以快速驗證條件

成立。 此外, 當函數列 {fn(x)}∞n=1 的理論成形後, 至函數項級數
∞
∑

n=1
fn(x) 的理論, 因為它的定義是

∞
∑

n=1
fn(x) = lim

n→∞
sn, 其中 sn =

∞
∑

k=1

fk(x), 所以就可以歸結至函數列的理論了。

而函數列理論的最重要一件事就是要釐清逐點收斂與均勻收斂的差異。

定義 5 (逐點收斂與均勻收斂, pointwise onvergent; uniformly onvergent). 考慮區間 I = [a, b]

上的函數列 {fn(x)}∞n=1,

(A) 若對所有 x ∈ I 極限 lim
n→∞

fn(x) 存在; 即存在 f(x) : I = [a, b]→ R 滿足以下精確定義

對所有 x ∈ I, 對任意 ε > 0, 存在 N = N(x, ε) ∈ N 使得 n ≥ N 時, 都有

|fn(x)− f(x)| < ε,

稱函數列 {fn(x)}∞n=1 在區間 I 上 逐點收斂 (pointwise onvergent) 至函數 f(x)。

(B) 若函數列 {fn(x)}∞n=1 逐點收斂至 f(x), 而且又滿足以下精確定義

對任意 ε > 0, 存在 N = N(ε) ∈ N 使得 n ≥ N 時, 對所有的 x ∈ I, 都有

|fn(x)− f(x)| < ε。

則稱函數列 {fn(x)}∞n=1 在區間 I 上 均勻收斂 (uniformly onvergent) 至函數 f(x)。

由上面的精確定義可以看出: 函數列的逐點收斂與均勻收斂之間最大的差異在於定義中 N 的選

取, 逐點收斂是和 x 有關, 也就是不同的點可以各自選定一個 N 值以完成要求, 而均勻收斂則是要

求所選到的 N 必須是和位置 x 無關。 一個很快可以體會兩者差異的例子是逐點收斂像是六個人在進

行百米賽跑, 鳴槍之後, 每個人奮力向前衝, 因為每個人的體能不盡相同, 所以跑步的時候有的快有的

慢, 最終每個人都抵達終點線。 至於均勻收斂的一個類比是將這六個人的左、右腳綁起來變成了六人七

腳然後進行百米賽跑, 鳴槍之後, 因為你前行的時候受到左、右兩人的牽制, 也就是所有人必須一起向

前行才能達到終點。
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在數學上, 我們必須給出快速判斷函數列 {fn(x)}∞n=1 在區間 I 上是否均勻收斂的方法, 以下定

理提供了一個檢驗方式:

定理 6. 假設函數列 {fn : I → R}∞n=1 在區間 I 上逐點收斂至 f(x), 記

‖fn − f‖∞ 定義
== sup

x∈I
|fn(x)− f(x)|,

則函數列 {fn(x)}∞n=1 在區間 I 上均勻收斂至 f(x) 的充分必要條件是

lim
n→∞

‖fn − f‖∞ = 0, 即 lim
n→∞

(

sup
x∈I
|fn(x)− f(x)|

)

= 0。

關於上述均勻收斂檢驗法應該要覺得很自然, 因為 ‖fn − f‖∞ = sup
x∈I
|fn(x)− f(x)| 這個量是在

描述 fn(x) 與 f(x) 差距最大的值, 於是 ‖fn−f‖∞ 這個量與 x 無關, 因此問題就轉變為 ‖fn−f‖∞
隨 n 變大時是否趨近於零。 若 lim

n→∞
‖fn − f‖∞ = 0, 透過數列極限的精確定義, 對任意 ε > 0, 存在

N = N(ε) ∈ N, 使得對所有 n ≥ N 都有 ‖fn − f‖∞ = sup
x∈I
|fn(x) − f(x)| < ε, 而最後一個不等

式又可以進一步推論出: 對任意 ε > 0, 存在 N = N(ε)N, 使得對所有 n ≥ N 以及對所有 x ∈ I 都
有 |fn(x)− f(x)| < ε。

若是要問函數項級數
∞
∑

n=1
fn(x) 在區間 I 上是否均勻收斂, 以下定理將給出簡單又實用的判別法。

定理 7 (魏爾斯特拉斯 M -判別法, Weierstrass M -Test). 考慮函數項級數
∞
∑

n=1
fn(x), 假設存在一

個無窮數列 {Mn}∞n=1 使得對所有 x ∈ I 與 n ∈ N 都有 |fn(x)| ≤Mn。 如果級數
∞
∑

n=1
Mn 收斂, 則

∞
∑

n=1
fn(x) 在區間 I 上均勻收斂。

注意到上述定理的結論是探討函數級數
∞
∑

n=1
fn(x) 的均勻收斂性。 關於級數的收斂, 應理解為 「部

分和數列的極限」, 所以定理應看成研究部分和函數列 {sn(x)}∞n=1 的均勻收斂性, 其中 sn(x) =
n
∑

k=1

fk(x)。

就如前面的引言說明, 認識函數列是否均勻收斂, 其用意是在於均勻收斂可以將函數列具有的數

學性質 (連續性、可積性、可求導) 可以移植到取極限之後的函數。 在這個部分我們只會用到的是連續

這個特性, 所以在此把相關結果列出來。

定理 8. 若函數列 {fn : I → R}∞n=1 對於所有 n ∈ N, fn(x) 在 x = x0 ∈ I 處連續, 而且

{fn(x)}∞n=1 在 I 上均勻收斂至 f(x), 則 f(x) 在 x = x0 連續。

數學分析上, 我們可以定義函數在一個點是否連續, 所以上面定理是在確定函數列中的每個函數

在一點連續, 而且在均勻收斂的條件下得到取極限之後的函數在一個點連續的結果。 若在一個區間 I

上的每一個點都用上面定理, 就可以得到整個範圍的均勻收斂結果。

定理 9. 若有連續函數數列 {fn(x)}∞n=1 在閉區間 I = [a, b] 上均勻收斂至 f(x), 則 f(x) 在閉區間

I = [a, b] 上連續。
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2.7.2 一階微分方程式初始值問題解的存在唯一性定理

這一個小單元將正式探討一階微分方程式初始值問題

dy

dx
= F (x, y), y(0) = 0, (7)

解的存在性 (existene) 與唯一性 (uniqueness)。

定理 10 (第 52, 83�89 頁). 若 F (x, y) 與 ∂F
∂y

(x, y) 在矩形區域 R = [−a, a]× [−b, b] 上連續, 則

存在區間 [−h, h] ⊂ [−a, a] 使得微分方程式 (7) 在 x ∈ [−h, h] 中存在唯一解 y = φ(x)。

以下將給予 定理 10 的證明。

證明: 由 F (x, y) 與 ∂F
∂y

(x, y) 在矩形區域 R 上的連續性先推得以下兩個性質:

(A) 由極值定理 (Extreme Value Theorem) 知: 存在兩正數 M0,M1 使得在矩形區域 R 上滿足

|F (x, y)| ≤M0 與

∣

∣

∣

∣

∂F

∂y
(x, y)

∣

∣

∣

∣

≤M1。

(B) 由均值定理 (Mean Value Theorem) 知: 任給 x ∈ [−a, a] 與 y1, y2 ∈ [−b, b], 存在 y∗ 介於

y1, y2 之間使得

|F (x, y2)− F (x, y1)| =
∣

∣

∣

∣

∂F

∂y
(x, y∗)(y2 − y1)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∂F

∂y
(x, y∗)

∣

∣

∣

∣

|y2 − y1| ≤M1|y2 − y1|。

現取一正數 h, 其中 h ≤ a 而且滿足 M0h < b 與 M1h < 1。 以下討論將在區間 [−h, h] 中找到

函數 y = φ(x) 滿足初始值問題 (7), 並證明唯一性。

首先, 我們要證明一個等價敘述: 初始值問題 (7) 解的存在性等價於函數 y = φ(x) 滿足以下的積分

方程:

φ(x) =

∫ x

0
F (s, φ(s)) ds 與 φ(0) = 0。

(⇒) 若 y = φ(x) 滿足 dφ
dx = F (x, φ(x)), 將方程式兩邊對於 x 積分, 並修改啞吧變數為 s 後得到

∫ x

0

dφ

ds
ds =

∫ x

0
F (s, φ(s)) ds⇒ φ(x) =

∫ x

0
F (s, φ(s)) ds。

(⇐) 若 y = φ(x) 滿足 φ(x) =
∫ x

0 F (s, φ(s)) ds, 由微積分基本定理, 兩邊對 x 求導後得到

dφ

dx
= F (x, φ(x))。

因為我們將微分方程的存在性問題轉變為積分方程的存在性, 以下證明積分方程解的存在性的方法稱

為 皮卡德迭代法 (Piard's iteration method): 考慮 φ1(x) ≡ 0, 以及 n ∈ N,

φn+1(x) =

∫ x

0
F (s, φn(s)) ds,

我們將依序證明以下事情:
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(A) 對所有 n ∈ N, φn(x) 在 [−h, h] 上有定義, 並且為連續函數。

當 n = 1, 函數 φ1(x) ≡ 0 在 [−h, h] 上有定義, 並且為連續函數。

假設 n = k 時, 函數 φk(x) 在 [−h, h] 上有定義, 並且為連續函數。

當 n = k + 1 時, 因為 F (x, y) 是連續函數, 所以 F (x, φn(x)) 是對 x 而言的連續函數, 因此

φn+1(x) =

∫ x

0
F (s, φn(s)) ds,

在 x ∈ [−h, h] 都有定義, 並且為連續函數。

故由數學歸納法 (Mathematial Indution) 得知: 函數 φn(x) 在 [−h, h] 上有定義, 並且為

連續函數。

(B) 對所有 n ∈ N 與 x ∈ [−h, h], 都有 |φn(x)| ≤ b。

當 n = 1, 則 |φ1(x)| ≡ 0 ≤ b 成立。

假設 n = k 時條件成立, 即對所有 x ∈ [−h, h] 都有 |φk(x)| ≤ b。

當 n = k + 1 時,

|φk+1(x)| =
∣

∣

∣

∣

∫ x

0
F (s, φn(s)) ds

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∫ x

0
|F (s, φn(s))|ds

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∫ x

0
M0 ds

∣

∣

∣

∣

=M0|x| ≤M0h < b。

由數學歸納法 (Mathematial Indution) 得知: 對所有 n ∈ N 與 x ∈ [−h, h], 都有
|φn(x)| ≤ b。

(C) 對所有 n ∈ N 有以下估計: |φn+1(x)− φn(x)| ≤ (M1h)
n−1M0h。

當 n = 1, 則

|φ2(x)− φ1(x)| =
∣

∣

∣

∣

∫ x

0
F (s, 0) ds

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∫ x

0
|F (s, 0)|ds

∣

∣

∣

∣

< M0h。

假設 n = k 時條件成立, 即

|φk+1(x)− φk(x)| ≤ (M1h)
k−1M0h。

當 n = k + 1 時, 因為

|φk+2(x)− φk+1(x)| =
∣

∣

∣

∣

∫ x

0
F (s, φk+1(s))− F (s, φk(s)) ds

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∫ x

0
|F (s, φk+1(s))− F (s, φk(s))| ds

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∫ x

0
M1 |φk+1(s)− φk(s)| ds

∣

∣

∣

∣

≤M1(M1h)
k−1M0h|x| ≤ (M1h)

kM0h。

由數學歸納法 (Mathematial Indution) 得知: 對於 n ∈ N 不等式 |φn+1(x) − φn(x)| ≤
(M1h)

n−1M0h 成立。
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(D) 對於 x ∈ [−h, h], 函數列 {φn(x)}∞n=1 均勻收斂至連續函數 φ(x), 且 |φ(x)| ≤ b。

我們將函數列 {φn(x)}∞n=1 理解為級數的型式, 則為

φn(x) = φ1(x) + (φ2(x)− φ1(x)) + · · ·+ (φn(x)− φn−1(x))

= (φ2(x)− φ1(x)) + · · ·+ (φn(x)− φn−1(x)),

因為對所有 k = 1, 2, . . . , n 有 |φk+1(x)− φk(x)| ≤ (M1h)
k−1M0h, 而

n
∑

k=1

(M1h)
k−1M0h

是公比為 M1h 的等比級數, 因為 |M1h| < 1, 所以級數
∞
∑

k=1

(M1h)
k−1M0h 收斂, 由魏爾斯特

拉斯判別法 (Weierstrass M -test) 得知 {φn(x)}∞n=1 均勻收斂至某個函數 φ(x), 並且 φ(x)

是連續函數, 因為 φ(x) = lim
n→∞

φn(x) 且 |φn(x)| ≤ b, 所以 |φ(x)| ≤ b。

(E) 函數列 {F (x, φn(x))}∞n=0 均勻收斂至 F (x, φ(x))。

這是因為

|F (x, φn(x))− F (x, φ(x))| ≤M1|φn(x)− φ(x)|

⇒ sup
x∈I
|F (x, φn(x))− F (x, φ(x))| ≤ sup

x∈I
M1|φn(x)− φ(x)| =M1 sup

x∈I
|φn(x)− φ(x)|

⇒ 0 ≤ lim
n→∞

sup
x∈I
|F (x, φn(x))− F (x, φ(x))| ≤ lim

n→∞
M1 sup

x∈I
|φn(x)− φ(x)|

=M1 lim
n→∞

sup
x∈I
|φn(x)− φ(x)| = 0。

所以函數列 {F (x, φn(x))}∞n=0 均勻收斂至 F (x, φ(x))。

(F) 函數 φ(x) 為初始值問題 (7) 的解。

我們將迭代式 φn+1(x) =
∫ x

0 F (s, φn(s)) ds 兩邊取極限後得到

φ(x) = lim
n→∞

φn+1(x) = lim
n→∞

∫ x

0
F (s, φn(s)) ds =

∫ x

0
lim
n→∞

F (s, φn(s)) ds

=

∫ x

0
F
(

s, lim
n→∞

φn(s)
)

ds =

∫ x

0
F (s, φ(s)) ds,

於是 φ(x) 為初始值問題 (7) 的解。

(G) 證明初始值問題的唯一性。

假設 y = ψ(x) 是另一個滿足初始值問題 (7) 的解, 考慮

|ψ(x) − φ(x)| =
∣

∣

∣

∣

∫ x

0
F (s, ψ(s)) − F (s, φ(s)) ds

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∫ x

0
|F (s, ψ(s)) − F (s, φ(s))|ds

∣

∣

∣

∣

≤M1

∣

∣

∣

∣

∫ x

0
|ψ(s)− φ(s)|ds

∣

∣

∣

∣

,
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令 M = max
s∈[0,h]

|ψ(s)− φ(s)| (或者是 M = max
s∈[−h,0]

|ψ(s)− φ(s)|), 其中最大值發生於 x0, 並

考慮

M = |ψ(x0)− φ(x0)| ≤M1

∣

∣

∣

∣

∫ x0

0
|ψ(s)− φ(s)|ds

∣

∣

∣

∣

≤M1M |x0| ≤M1Mh

如果 M 6= 0, 則得到 M ≤ (M1h)M < M 矛盾, 所以 M = 0, 因此唯一性得證。

證明完 定理 10 之後, 注意到若是考慮一般初始條件的一階微分方程 dy
dx = F (x, y), y(x0) = y0

解的存在唯一性, 只要透過坐標變換 X = x − x0 與 Y = y − y0, 就可以將原始的問題轉變為

dY
dx = F (X + x0, Y + y0), Y (0) = 0 再利用 定理 10 討論即可。

2.7.3 一階微分方程解不唯一的例子

和前一個小單元對照, 現在要介紹一個帶有初始值條件的微分方程式, 而方程式的解不只一個。 如此

可讓各位了解定理的條件 ∂F
∂y

(x, y) 必須連續之重要性。

例 11 (第 53 頁). 考慮初始值問題

dy

dx
= y

1

3 , y(0) = 0。 (8)

很清楚地 y(x) ≡ 0 即為一個解。 另一方面, 若先針對 y(x) 6= 0 的那些點, 將方程式改寫成分離變數

型微分方程式並求解:

y−
1

3
dy

dx
= 1⇒

∫

y−
1

3
dy

dx
dx =

∫

1 dx⇒
∫

y−
1

3 dy =

∫

1 dx⇒ 3

2
y

2

3 = x+ C,

於是我們可以把解表示成函數的型式:

y(x) = ±
(

2

3
(x+ C)

)
3

2

, 其中 C ∈ R。

因為函數 y(x) 的表達式是連續函數, 所以可以連續地定義於 y(0) = 0, 解得 C = 0, 因此 y(x) =

±
(

2
3x
)

3

2 是另外兩個滿足微分方程 (8) 的解。

更一般地, 對任意正數 x0, 定義函數

y(x) =

{

0 若 0 ≤ x < x0

±
(

2
3(x− x0)

)
3

2 若 x ≥ x0,

則 y(x) 皆滿足微分方程式 (8)。

最後我們檢視微分方程式 (8),若要和微分方程式解的存在唯一性定理做比較, 那麼 F (x, y) = y
1

3
,

而 ∂F
∂y

= 1
3y

− 2

3 在 y = 0 無定義, 所以 ∂F
∂y

在 y = 0 附近不是連續函數, 定理的條件不成立。


