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如何學習數學系微分方程

每一年的學期末我都會問一些修過微分方程的學生課後感想, 特別想了解他們在這門課中學到了什麼?

我得到各式各樣的答案, 在這些回答中, 多數學生覺得微分方程學得很有心得, 因為他們感受到微分方

程是微積分最直接的應用, 而且課程架構很清楚, 原因是每一類的方程都有對應的解題技巧, 這種感覺

就像回到高中學數學的氛圍 (最後這句話或許是突然想到被大一線性代數的抽象思維荼毒的慘狀下有

感而發)。

微分方程這門課確實在同年級高等微積分課與代數課的襯托下讓多數學生覺得有好感, 而成就感

這件事也的確是喜歡一個學科的因素之一, 回想各位在高中時風光又帶有驕傲的神情, 那些大家都解

不出來的題目結果你一看完之後秒殺又可以解釋得頭頭是道, 心中幻想著這鼓氣勢可以一直延續到大

學再次大顯身手, 二話不說就選填了數學系當作第一志願, 沒想到進了數學系之後, 系上的必修課程不

論是難度或廣度都遽增, 在大一時銳氣就少了一大半, 到了大二就幾乎崩盤, 唯獨微分方程稍稍彌補了

受創已久的心靈。

就即將要學習微分方程的大二同學來說, 或許在聽完學長姊描述的微分方程後就覺得很放心, 至

少從他們口中得知微分方程是比較平易近人的一門學科。 然而, 當我們重頭回想學長姊對於微分方程

的看法時, 不難發現到那些言論當中可能夾帶一些情緒化的言詞, 而從數學面看課程的部分少之又少,

例如第一段文字中, 似乎只有 「結構清楚」 或是 「每一個類型都有對應的解法」 這樣粗略地認識而已。

這裡先回應觀感的部分, 日後若你看到別人對於一門課有什麼情緒上的抒發時, 想一想這些話是

基於哪一個面向才有的結論。 這裡我並不討論像是老師在課程中如何設定各種措施造成你對這門課的

觀感問題, 而我想要和各位談論的是數學本身 (微分方程的數學內容) 帶給你的實質感受。 這裡我拿高

等微積分做比喻, 之前總是聽到學長姊說高等微積分很難, 又或者是 「高微三修不稀奇」 之類的話, 當

我開設了高等微積分課之後, 我花了很多時間試圖破除這些迷思, 於是我寫了高等微積分講義第 0 章,

針對觀感的部分我用前面幾個單元說明一些看法, 但後來我發現更重要的應該是要多介紹高等微積分

的特色, 這樣才會讓學習者更有感, 於是文章的後半段我就從數學的面向看課程。 同理, 因為這學期開

設微分方程這門課, 所以我也決定寫第 0 章, 目的是想和大家說明從教師的觀點是怎麼看微分方程這

門課。 因此, 在接下來的鋪陳我想要從結構面跟大家解釋微分方程是什麼樣的一門課, 這裡的結構面

包含: 單元 0.1 是在說明微分方程在數學系課程中的定位, 單元 0.2 是比較數學系微分方程與外系工

程數學之間的異同, 另外也解釋教科書與自編教材的事情。 單元 0.3 則是給出幾個學習微分方程的建

議。 從這些層面切入我想各位能更快掌握微分方程這門課的精神。
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0.1 數學系微分方程

微分方程 (Di�erential Equations) 這門課在數學系課架中是二年級的課程, 其中微分方程 (一) 是系

必修, 而微分方程 (二) 是數學組選修。 微分方程設定為二年級的課程原因是這門課需要用到大量的微

積分 (Calulus) 還有線性代數 (Linear Algebra) 的知識, 有一些大定理像是隱函數定理 (Impliit

Funtion Theorem) 還有函數列以及函數項級數均勻收斂 (uniformly onvergent) 的相關性質也會

用到, 它們會在二年級高等微積分課才會討論, 這些比較深刻的高等數學內容在微分方程的課程中就

先接受它然後直接使用, 至於證明的部分就留在高等微積分課程補充。

微分方程需要用到微積分是所有人都能接受的事。 其實各位在微積分課程中就處理過微分方程, 比

方說一個函數的不定積分其實就算是一個處理微分方程的問題, 因為
∫
f(x) dx 的意思就是想要找到

所有的可微分函數 F (x) 使得 F ′(x) = f(x), 而它就是一個最單純的微分方程式。 簡單說來, 微分方

程是一個方程式裡帶有未知函數的導函數, 而我們的目標是想要知道這個函數是什麼以及這個函數的

性質。 當然, 微分方程絕對不是純粹的積分理論而已, 一般寫下的微分方程式可能非常複雜, 所以才會

發展出一套理論以求解或分析一些現象, 並探索當中的數學結構。

各位在微積分課程中不僅學了求導法則還有積分技巧, 也學了各式各樣由極限概念延伸出來的產

物, 像是函數的遞增遞減與凹口分析、函數的漸進行為、瑕積分的收斂發散、無窮級數的收斂或發散、向

量場的認識...... 等, 這些觀念也都會在微分方程中派上用場。 整體來說, 凡是在微積分課程中學到的

內容, 都有可能拿來回答或是解釋微分方程中遇到的問題。

至於微分方程與線性代數息息相關, 這是多數人在學習 (或學完) 微分方程之後不清楚或是不被重

視的部分。 比方說一個微分方程若用微分形式 (di�erential form) 表達時, 它的數學意義就需要用線

性代數的觀點去解釋; 線性微分方程的解空間和向量空間的關係也必須從線性代數理論去認識; 函數

空間中如何判定兩個函數是獨立或是相依, 其想法也是源於線性代數的基礎理論; 參數變動法 (The

Method of Variation of Parameters) 的思維也有線性代數的影子在裡面; 微分方程的求解有時候可

以將微分算子視為一個線性變換, 然後透過找特徵值與特徵向量的方式找到方程式的解; 線性微分方

程組的求解需要用到矩陣對角化的理論去處理; 又如 eA, 其中 A 是一個矩陣, 這個符號的意義也要將

線性代數與微積分兩者結合才能講清楚。

我一口氣講了這麼多數學內容無非是希望讓大家意識到微分方程和線性代數有非常緊密的關係,

但問題就在於: 為什麼多數人無法體會到微分方程和線性代數的關聯性很大? 這裡我提供幾個可能的

原因: 第一, 多數人對於線性代數這門課的感受不深。 這有點像是你在學化學元素的那種感覺, 學了

O2 或 H2O 的很多化學符號與性質, 但是這些內容和你用鼻子吸到的氧氣或是嘴巴喝到的水總是有

一層隔閡, 所以要花更多心思才能領悟到兩者的關聯。 第二, 很多同學在學微分方程時只在乎找到答

案, 很少去體會得到答案的過程, 或是思考為什麼要做那些特別的假設, 若能將這些推理過程都釐清的

話, 就會發現到這當中涉及很多線性代數的理論。 第三, 我們下意識就會把分析和代數分開, 直覺就認

定微分方程是在研究函數的變化或趨勢, 線性代數不可能會派上用場, 但實際上當我們要研究微分方

程的結構面或是探討操作面的問題時, 那麼就會透過代數或線性代數的語言去描述它。

這一單元是試圖從課程架構的角度出發, 可看到微分方程是奠基在微積分還有線性代數的基礎上

的一個學科, 至今已經發展得相當成熟, 所以才會將微分方程分門別類並經過整理與歸納以便初學者

有系統地學習。
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0.2 數學系微分方程與外系工程數學的比較

若各位有興趣研究理工科系開設的課程, 就會發現到這些科系在大二都會開設工程數學 (Engineering

Mathematis)。 工程數學到底是什麼樣的課呢? 從課名直譯就是學習工程上經常會用到的數學, 以便

未來能順利了解專業課程。

至於工程數學包括哪些內容呢? 它涵蓋的層面很廣, 像是微分方程、複變函數論、偏微分方程、線性

代數、離散數學、機率論, 或是更進階的泛函分析、傅立葉分析...... 等內容。 雖然每個系都有工程數學,

但實際的課程內容會根據該科系的屬性進行調整。 我之前在台灣大學開設理、工科系的微積分時, 也藉

機逐一了解各系的工程數學, 發現到機械系的工程數學比較強調線性代數, 化工系或材料系的工程數

學比較著重在微分方程, 至於大氣科學的工程數學會多介紹數學模型的建構或是動態系統理論, 化學

系的工程數學則是會提到代數 (群論) 以研究晶體的結構, 至於台大電機系有如半個數學系, 那些常見

的工程數學內容 (線性代數、微分方程、複變函數論、機率論) 都會開成一學期的課。 相較之下, 數學系

則是將這些內容用更長的時間 (一學期或一學年) 加以介紹。

為什麼會突然提到外系的工程數學? 因為這裡想從數學系的課程和外系的數學課進行比較, 從兩

者的差異讓各位思考未來如何面對數學系的課程。 從上一段的說明就會發現到數學系與外系的課程中

最明顯的差異是在於講授數學內容的時間, 由於時間的受限, 外系在講授工程數學時會有一些目的性,

比方說課程內容必須精簡、濃縮到只講最重要而且是需要的內容, 對於某些特定的部份, 可能還會提一

些解題技巧甚至是設計一套口訣讓學生快速學會而且使用正確, 所以有些外系的工程數學就有點像是

「數學速成班」 的感覺。 至於數學系的課程特色是: 因為時間充裕, 所以除了一般題目解說之外, 還會

深入探討這門課的理論, 有時候還會用新的工具或觀點重新看待數學。 就我看到的數學系課程, 很少

會去用口訣或是話術傳授數學, 而是會盡可能地從數學的本質去詮釋它。

理工科系的學生在學工程數學的時候, 因為清楚知道這門課的目的是在往後學習專業課程時可以

更加順利, 所以學生在修完外系工程數學之後的不久就看到數學的應用, 普遍來說會覺得數學很有用。

另一方面, 數學系的學生在修每一門系上的課程時, 因為課程中有所謂的理論面必須釐清, 這時學生在

學習的時候會因為理論過於抽象或複雜而感到困難與受挫, 所以沒辦法把理論弄得透徹; 此外, 由於數

學的應用層面太廣, 所以數學系的課反而很少提到數學的應用, 反正就預設學生在未來的某一天會發

掘到它的用處, 導致數學系的學生在學習數學的階段容易產生 「數學無用論」 的錯覺, 學生因此兩敗俱

傷。 所以外系與數學系的學生在學習數學的時候也有很大的差異。

至於教科書的部份, 數學系和外系有可能是一樣的書, 但這不代表數學系和外系在介紹微分方程

的時候就會一模一樣。 到是這裡我想分享一個小故事, 在彰師大數學系的微分方程課來說, 向來都是

用 Boye 與 DiPrima 所著的 Elementary Di�erential Equations and Boundary Value Problems

的書為教材, 我回想我大二的微分方程教科書也是 Boye 所著且書名一樣, 但兩者版本不同。 當我在

備課時發現到: 舊版的書在介紹理論時會一併附上數學證明, 但新版的書把很多證明都刪掉了。 據聞,

Boye 想把書推銷給非數學系的人使用, 於是找了學工程的人幫忙合著, 添加了很多電腦與數值的內

容然後刪除一些數學的證明。 這件事反而讓我覺得新版的書並不適合當數學系的教科書, 因為我認為

數學系微分方程的課應該要有數學系的樣子, 若與其它科系無異, 那不如就去修外系的課。 而教科書

這件事該怎麼處理呢? 最終的答案是: 我就自己編寫講義吧! 我會把我認為數學系應該要學到微分方

程的相關內容都寫進教材裡, 而且用自己的講義教學也無違和感。
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0.3 如何學習數學系微分方程

不曉得各位有沒有注意到: 這一章還有這個單元的標題寫的是 「如何學習數學系微分方程」, 而不是

「如何學習微分方程」 或是 「數學系的學生如何學習微分方程」? 若有看懂前面的內容或許可以知道這

些標題的差異, 並且能猜到接下來想要說的事。 微分方程的理論至今已經發展得相當成熟, 也成為大

學理工科系必須修習的科目, 而各系有自身的考量所以會對內容進行取捨, 課堂上會給出不同的詮釋

微分方程的方法, 於是數學系微分方程也有別於其它科系的微分方程。

那到底要如何學數學系微分方程呢? 以下想用三個小單元繼續闡述。

0.3.1 將學習的目標放得更長遠

一個初步認識微分方程的方法就是把書本拿出來, 將目錄瀏覽過一遍, 此時此刻的你當然不太清楚課

程的實質內容, 甚至可能被標題誤導, 但這都不打緊, 我認為做這件事總是一個很好的開始。 一個課程

的規劃通常都是由簡入深的方式鋪陳, 微分方程也不例外, 所以在介紹完微分方程的定義還有幾個重

要的名詞定義後, 就會從一階、二階、高階微分方程逐一討論, 然後也會從微分方程式進階到微分方程

組, 當中也會用一些別的工具重新認識微分方程, 像是級數解與拉普拉斯變換 (結合瑕積分理論將方

程式變形與還原), 最後還有一些特殊單元。

正因為微分方程教科書每個單元的標題大致上很有條理, 所以在學微分方程的時候很容易就會進

入 「一個類型的方程有一個特殊的解法」這個套路當中。 它的確是微分方程的一大特色,你可以很快就

分辨清楚每一個微分方程的屬性, 但是如果你的學習過程中一直停留在這個層次的話, 在學完一個學

期或是一年的課程後, 這件事就變成你對於微分方程的唯一記憶, 最終還是不知道微分方程在學什麼。

假設各位對於這門課的企圖心不只是在拿到學分, 而是想要多知道這門課的具體內容的話, 在學習的

時候就要經常注意避免掉入 「純粹解題」 這樣的模式。

回想你從小到大在學習數學的時候是不是一直在純粹解題這樣的無窮迴圈中跳不出來? 若是有這

種感受的話, 那有沒有想要把這件事情進行改變? 這種台灣數學教育的怪異現象, 我認為最根本的原

因是學習者在學一個東西的時候目標過於短淺, 只想著學這些東西的目的是考試考高分, 在這個層面

下, 學習狀態自然就會演變成純粹解題的學習模式。 若你開始思索求學的意義時, 就會意識到考試導

向的學習完全扼殺了學問的價值, 所以唯有把這件事情想通, 追求學問這件事才能得到救贖。

那麼要怎麼樣改變這件事情? 當然就是要把眼光放得長遠, 從學習的真正本質出發, 體會這個學

科中粹取出來的數學精華, 思考為什麼微分方程可以用來解釋自然界的很多大小事, 甚至是從美學的

角度看數學也是另一種視角。 簡單說來, 忘掉分數與考試你就成功一半了。

教學的時候會用例題還有作業的方式呈現, 這只是一個帶有框架的模式, 寫完習題算出答案後可

以再對自己提問各種問題。 例如就技術面來說, 這個方程式的解是否符合一些基本現象 (它可以幫助

你檢視算出來的答案是否合理)? 例題或作業當中任兩個題目之間的差異在哪? 為什麼這一題要用這

個方法, 難道不能用另一個方法嗎? 不能使用的原因又在哪? 如果兩個都可以使用的話, 哪一個方法

比較好? 就數學面而言, 也可以問類似的問題: 這一類方程式和另一類方程式的異同在哪? 兩類方程

式是完全不同還是彼此有關聯? 高階微分方程和一階微分方程組有關係嗎? 學習拉普拉斯變換的用

意是什麼? 有什麼是古典求解法不能回答的問題嗎?

總之, 多提問並自我尋求答案有助於對一門學科的全面認識。
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0.3.2 微分方程與微積分、線性代數、高等微積分還有其它的理論結合

相信各位在看過前面的單元後, 可以了解微分方程與微積分、線性代數還有高等微積分有密切的關係,

而我認為各位在修完數學系微分方程後, 除了微分方程自身的內容外, 也必須把許多領域之間的關聯

性也都學到, 如此才有別於其它科系在學數學時僅止於解題的層面,而是可以更加內化數學的本質。 更

進一步地, 在修完數學系的所有課之後, 最理想的情況是要清楚描述每個科目的特色與重要性, 還有不

同科目之間的關係。

要如何將不同學科之間的學問進行整合呢? 透過自我提問並回答的方式、思考不同學科之間的相

關性是一個很好的方法, 以下將拋磚引玉列出一些微分方程學到的內容, 然後再去追問它和微積分、線

性代數還有高等微積分的關係。 這些問題的答案, 絕大部分可以在微分方程的講義中找到, 所以各位

在學習的時候可以經常把這一頁的問題列表拿出來看, 然後想想自己能不能回答這些問題。 另一方面,

現在的你也可以思考這些問題的特色, 日後就可以自己提問各種問題。

(A) 函數 y = y(x) 或 z = z(x, y) 的微分 (di�erential) 是什麼? 如何用線性代數的語言解釋?

(B) 分析並比較不同類型的一階微分方程, 每一類微分方程的解法還可以做什麼樣的推廣?

(C) 一階線性微分方程初始值問題解的存在、唯一性的證明與函數項級數收斂理論之間的關係為何?

(D) 用朗斯基 (Wronksian)判斷函數是線性獨立或相依與線性代數的關聯以及它的單向邏輯為何?

(E) 二階常係數線性微分方程式的分類, 當特徵方程式的解是共軛複根時如何對應到三角函數的解?

(F) 未定係數法中猜測特解的原理是什麼? 多項式、指數函數、三角函數在代數結構上的特色為何?

(G) 如何從線性代數的角度去認識參數變動法 (The Method of Variation of Parameters)?

(H) 柯西-歐拉方程式與二階常係數微分方程式兩者的解有何關係? 如何用微分算子的理論說明?

(I) 拉普拉斯變換的特色, 包括變換的原理與重要性是什麼?

(J) 拉普拉斯變換表格當中每個變換式之間的關聯為何? 如何用極限或平移伸縮理論了解它?

如果你未來想要走統計或資訊領域的話, 你看到數學系微分方程可能就是這種面貌, 若你會想要多

修一些數學的專業課或是開始往數學研究路線前進的話, 可以再多看到一些微分方程的特色, 例如從

微分方程為基底, 下一個數學理論的延伸是偏微分方程, 在大學的課程中, 偏微分方程 (或是有些人稱

它為數學物理方程) 是探討多變數函數的微分方程, 一開始也是會將偏微分方程進行分類並求解, 到了

研究所階段, 偏微分方程主要是在討論數學基礎理論, 像是解的存在性、唯一性、正則性......等, 而這些

理論經常需要藉助常微分方程的幫忙才得以解決。 此外,微分方程也會延續到微分幾何的領域, 簡單說

來, 現階段的微分方程就是觀察定義在一個區間上的函數, 而微分幾何想要研究的物件不再限定是那

麼單純的區間, 而是一條曲線或是更複雜的幾何形體, 在微分幾何課程裡需要花一點時間把幾何物件

先進行一番討論, 然後就可以把微分方程用在微分幾何的領域上, 成為幾何分析 (geometri analysis)

的最初步開端。
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0.3.3 微分方程的應用

在討論微分方程的應用之前, 我想先和大家討論有關 「應用」 二字。 有關數學的應用, 其實有很多議題

可以討論, 比方說每隔一段時間就會看到有人會提倡 「數學無用論」 的言論, 然後身為數學系的一份子

就必須捍衛數學的價值。 可惜的是, 雖然唸數學的人都有一種邏輯思路比別人清楚的感覺, 但是要跟

別人爭吵數學是否有用的時候常常都招架不住。

以雞兔同籠為例, 相信不少人看到這個問題的時候一定會對此強烈批判, 他們提出的質問如下: 為

什麼我們要把雞和兔放在一個籠子裡? 動物的總數還有腳的總數會比各別計算雞還有兔子的數量容

易嗎? 如果沒有的話為什麼要把問題複雜化呢? 這些問題真的是正中紅心, 我認為雞兔同籠的確是一

個很愚蠢的 「應用問題」, 放眼望去數學中真的充斥著很多莫名其妙的題目, 只是把問題套上幾個生活

上會講到的字句, 然後就說這是 「應用問題」, 這也難怪很多人對數學產生排斥, 然後推論出數學只是

不斷殺死腦細胞的無聊東西, 一點實質的用處也沒有。 針對上述的問題, 對你來說又要如何辨駁呢?

我對這個問題的看法有二: 雞兔同籠是一個很不好的應用問題, 原因在於題目出得不好, 而不是解

二元一次聯立方程式沒有用處。 我們設計應用問題應該要盡可能地與現實吻合, 讓整個問題突兀性降

到最低, 如果這件事辦不到, 那不如不要設計應用問題, 就單純地問數學的問題即可。 比方說, 如果雞

兔同籠的問題改成下面問題:

一本遊樂券套票共 10 張要價 1900 元, 裡面有 100 元和 250 元兩種面額的票券, 請問

這本套票裡兩種面額的票券分別有幾張?

我想信這樣的題目設計就與生活的結合度很高, 而且這件事在生活中也的確會發生。 至於二元一次聯

立方程式, 在數學上的精神就是一種 「旁敲側擊」 的概念, 可以透過推理將某兩種資訊換得另外兩種資

訊, 這是在學二元一次聯立方程式的時候應該要得到的感想。

回到微分方程這個課題, 這裡想要談論微分方程的應用指的是在課堂中可以學到哪些應用問題而

且可以如實反應現實生活中的現象。 微分方程的起源是從大自然而來, 古代天文學家與物理學家為了

要了解天體的運行或是找到事物的規律, 在微積分發展的階段就同時也試著將問題轉變成一條又一條

的微分方程式, 各位耳熟能詳的牛頓運動定律或者是克卜勒定律都是經典的例子。 除此以外, 在講義

第 1 章的單元 1.3 還精選了一些其它數學還有物理的問題, 都可以透過微分方程的方式進行討論並且

解決。

第 2 章單元 2.4 我們會從最簡單的人口模型出發, 逐步修正數學模型以愈來愈貼近現實生活的情

境, 像是描述瀕臨絕種的物種, 或是模擬受固定比例捕捉下的魚群數量。 二階微分方程可以用在描述

電路中連接兩個儲能元件 (電感、電容) 下電壓或是電流的狀態。 至於拉普拉斯變換是給出當方程式的

非齊次項不是連續 (電源突然打開)或是有脈衝 (瞬間來個衝擊後又消失) 時怎麼給出電壓或是電流對

於時間的關係。 至於學期的最後還會再提幾個有趣的問題, 比方說掠食者與獵物系統、懸鏈線的認識、

最速降線問題, 它們都對應到微分方程然後得到答案。

從上述的說明來看, 微分方程和生活中的很多事物都有很緊密的關聯, 也唯有我們學到更高等的

數學時, 才可以認識複雜又深刻的概念。 從應用面去學數學是促使我們去學高等數學的一個重要誘因,

更進一步地, 若可以用美學的角度去看待事物那更好; 也就是說, 若能從這些內容得到對於長年下來學

問累積所得的豐碩成果而對此有所驚嘆, 求學也變得更有意義。
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0.4 結語

在看完前面的文章後, 相信各位對數學系微分方程這門課已經有了不同的觀感, 這些內容應該是更加

對焦在數學的面向去認識這一門學科。

這裡也期許各位在修數學系微分方程的時候, 時時刻刻提醒自己除了解題之外, 我們還要多認識

定理的證明和其它科目的關聯, 以及微分方程的實質應用, 這樣的學習在修完課後必能收穫滿滿, 也可

以更言之有物地和別人分享這門課學到的數學內容。

看看自己穿在身上的系服, 寫著 「數學魂」 三個字, 想想自己在學校的歲月中, 是否在這段日子中

逐漸培養出一套用數理思維判斷事物的能力, 成為具有數學靈魂體質的人, 還是被數學不斷荼毒之後

變成在數學系館漫無目的四處遊蕩的幽魂? 上面的這段話是我三年前帶高等微積分課的學期末跟大

家說的勉勵語, 而我也想要把這句話獻給各位。
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