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行列式

行列式對方陣來說是一個很特別的函數, 它在線性代數理論中占有一席之地, 我們在單元 4.1 的部分

會先從行列式的定義開始談起, 認識行列式的計算公式, 並探討行列式的基本性質。 行列式首要先建

立的是 n-線性的性質, 由此可以得知若矩陣中有某一列的每一項都是零的話, 那麼這個矩陣的行列式

必為零。 行列式原始的定義是計算矩陣對於第一列的餘因子展開, 透過 n-線性我們可以推得行列式也

可以是對於不同列的餘因子展開。 其它常見的行列式性質像是矩陣中若有某兩列相等則行列式為零、

矩陣兩列互換行列式差負號、矩陣進行第三類基本列運算下行列式不變、未滿秩的矩陣行列式為零, 這

些結果都會在這個單元中給予證明。

單元 4.2會繼續討論行列式的性質,首先將單位矩陣以及基本矩陣的行列式完整介紹,討論這些內

容的主要目的是要證明行列式的另一個重要性質: 兩方陣相乘後的行列式為各自的行列式值相乘。 在

證明的過程中, 對於未滿秩的矩陣可利用前一個單元的結果立刻得證; 對於滿秩的矩陣, 該矩陣可逆,

因為它可以拆解成基本矩陣的乘積, 所以只要驗證基本矩陣的情況就可以得到可逆矩陣的結果。 而這

個單元還會證明可逆矩陣與其反矩陣的行列式互為倒數以及矩陣與其轉置矩陣之行列式相等, 當轉置

矩陣的行列式結果建立後, 我們就可以把當初行列式只對於列的討論都轉換成對於行的討論。

回顧第 3 章曾經討論線性聯立方程式的可解性, 對於較為特殊的 n 個未知數的 n 個線性聯立方

程式的問題, 我們可以用行列式的方式求解, 這是單元 4.3 中要介紹的克拉瑪法則。 關於一個矩陣是

否可逆以及可逆矩陣的反矩陣的表達, 在第 3 章也有仔細討論過, 這裡我們可以利用克拉瑪法則給出

可逆矩陣的反矩陣表達, 此結果也將視為行列式的一個經典應用。 當我們學會許多的方法與工具解決

同一個問題時, 就可以更進一步地思考每一種方法的特色與優劣性。

單元 4.4 是數學上一個很有趣的問題, 在我們知道行列式具有的各種性質中, 到底哪些是行列式

的基本性質? 我們想要從中挑出最重要的三個條件, 進而以此完全刻畫行列式。 經過分析後, 最終得到

的三個條件分別是 n-線性、交錯的、對於單位矩陣的取值為 1; 也就是說, 由這三個條件不僅可以證明

行列式在前面單元所推得的性質都可以完全證明外, 滿足這三個條件的函數也只有行列式。

經過前面單元的討論, 我們知道行列式是一個很特別的 n-線性函數, 而這些討論幾乎都是圍繞在

代數結構上了解行列式。 一個矩陣的行列式可以賦予幾何意義, 單元 4.5 我們會從 2× 2 的矩陣進行

觀察, 經過論述及推廣後, 最後會得到關於行列式的幾何意義是在描述當矩陣以列向量依序寫出來之

下, 考慮由這些向量所張出的有向 (帶有正負號的) n-維立體體積, 當幾何量給出正、負的觀念下則產

生關於定向的議題, 這裡我們會給出一點初步的討論。
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4.1 行列式及其基本性質

本單元的主要目的是要介紹行列式還有它的基本性質。 在定義行列式之前, 我們先引進一個記號: 給

定 A ∈ Mn×n(F), 其中 n ≥ 2, 記 Ãij 是將矩陣 A 刪去第 i 列及第 j 行而得的 (n− 1)× (n− 1)

矩陣。

例 1. 考慮

A =









A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33









,

則

Ã11 =

[

A22 A23

A32 A33

]

, Ã12 =

[

A21 A23

A31 A33

]

, Ã13 =

[

A21 A22

A31 A32

]

。

這裡只寫出其中三個, 其餘六個讀者應能自行完成故不贅述。

定義 2 (第 209 頁). 給定 A ∈ Mn×n(F),

• 若 n = 1, 則 A = [A11], 定義 det(A) = A11。

• 若 n ≥ 2, 定義 det(A) 為

det(A) =

n
∑

j=1

(−1)1+jA1j · det(Ã1j),

純量 det(A) 稱為 A 的行列式 (determinant), 有時候也會寫成 |A|。

定義 3 (第 210 頁). 純量 cij = (−1)i+j det(Ãij) 稱為 A 的第 i 列第 j 行的 餘因子 (cofactor)。

若用餘因子的術語重新說明行列式的定義, 則 A 的行列式定義為 A 的第 1 列每一個項與它的餘

因子相乘後加總; 換言之, A 的行列式可簡記為

det(A) = A11c11 +A12c12 + · · ·+A1nc1n,

這個式子稱為 沿著 A 的第 1 列餘因子展開式 (cofactor expansion along the first row of A)。

例 4. 對於 A ∈ M2×2(F), 證明: det(A) = A11A22 −A12A21。

解. 直接計算可得

det(A) = A11c11 +A12c12 = A11((−1)1+1 det(Ã11)) +A12((−1)1+2 det(Ã12))

= A11((−1)1+1 det(A22)) +A12((−1)1+2 det(A21)) = A11A22 −A12A21。
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例 5. 對於 A ∈ M3×3(F), 證明:

det(A) = A11A22A33 +A12A23A31 +A13A21A32 −A11A23A32 −A12A21A33 −A13A22A31。

解. 根據定義, 我們有

det(A) = A11c11 +A12c12 +A13c13

= A11((−1)1+1 det(Ã11)) +A12((−1)1+2 det(Ã12)) +A13((−1)1+3 det(Ã13)),

因為

det(Ã11) = A22A33 −A23A32,

det(Ã12) = A21A33 −A23A31,

det(Ã13) = A21A32 −A22A31,

所以

det(A) = A11(A22A33 −A23A32)−A12(A21A33 −A23A31) +A13(A21A32 −A22A31)

= A11A22A33 +A12A23A31 +A13A21A32 −A11A23A32 −A12A21A33 −A13A22A31。

從定義來看, 計算一個 n×n 矩陣的行列式會有 n! 個數字要相加, 當 n 愈大, 只利用定義計算行

列式會愈不易, 所以我們必須對行列式的性質多一些了解才有助於簡化計算; 此外, 從了解行列式的性

質中掌握其數學概念以及行列式的本質才不致淪為盲目地計算。

定理 6 (第 212 頁). 一個 n× n 矩陣的行列式具有的性質是: 固定其中的 n− 1 列, 對於剩下的列

而言是線性函數; 也就是說, 對於 p = 1, 2, . . . , n, 都有

det

































































a1

...

ap−1

u+ kv

ap+1

...

an

































































= det

































































a1

...

ap−1

u

ap+1

...

an

































































+ k det

































































a1

...

ap−1

v

ap+1

...

an

































































,

其中 k ∈ F, 而 ai, 其中 i = 1, 2, . . . , p − 1, p+ 1, . . . , n, 以及 u,v ∈ F
n 是列向量。

證明:

• 當 n = 1, 此時 A = [u+ kv], 於是 det([u+ kv]) = u+ kv = det([u]) + k det([v]), 線性性

質成立。



4 4.1 行列式及其基本性質

• 假設 n = l 時線性性質成立; 也就是說, 固定其中的 l − 1 列, 對於剩下的列而言是線性函數。

當 n = l + 1 時, 給定 A ∈ M(l+1)×(l+1)(F), 將 A 的每一列分別記為 a1,a2, . . . ,al+1, 選

定 p 是 1, 2, . . . , l + 1 中的一數, 我們有 ap = u + kv, 其中 u = (u1, u2, . . . , ul+1) 及

v = (v1, v2, . . . , vl+1), 並記 B 與 C 分別為將 A 的第 p 列替換為 u 及 v 後所得的矩陣。 在

這樣的記號設定下, 以下目標將證明 det(A) = det(B) + k det(C)。

以下分成 p = 1 與 p > 1 兩種情況討論:

⋆ 若 p = 1, 這時 A 的第 1 列是 (u1 + kv1, u2 + kv2, . . . , ul+1 + kvl+1), 它是 B 的第 1

列與 C 的第 1 列乘以 k 倍之和, 而對於 j = 1, 2, . . . , l + 1, 都有 Ã1j = B̃1j = C̃1j ,

於是

det(A) =

l+1
∑

j=1

(−1)1+jA1j · det(Ã1j) =

l+1
∑

j=1

(−1)1+j(uj + kvj) · det(Ã1j)

=

l+1
∑

j=1

(−1)1+juj · det(Ã1j) + k

l+1
∑

j=1

(−1)1+jvj · det(Ã1j)

=

l+1
∑

j=1

(−1)1+jB1j · det(B̃1j) + k

l+1
∑

j=1

(−1)1+jC1j · det(C̃1j)

= det(B) + k det(C)。

⋆ 若 p > 1, 這時對於 j = 1, 2, . . . , l + 1 來說, Ã1j , B̃1j , C̃1j , 除了第 p − 1 列之外皆相

同, 而 Ã1j 的第 p− 1 列是

(u1 + kv1, u2 + kv2, . . . , uj−1 + kvj−1, uj+1 + kvj+1, . . . , ul+1 + kvl+1),

它是 B̃1j 的第 p− 1 列與 C̃1j 的第 p− 1 列乘上 k 倍之和。 因為 B̃1j 與 C̃1j 均為 l× l

矩陣, 由數學歸納法的假設有 det(Ã1j) = det(B̃1j)+k det(C̃1j), 又 A1j = B1j = C1j ,

所以

det(A) =

l+1
∑

j=1

(−1)1+jA1j · det(Ã1j) =

l+1
∑

j=1

(−1)1+jA1j ·
(

det(B̃1j) + k det(C̃1j)
)

=

l+1
∑

j=1

(−1)1+jA1j · det(B̃1j) + k

l+1
∑

j=1

(−1)1+jA1j · det(C̃1j)

=

l+1
∑

j=1

(−1)1+jB1j · det(B̃1j) + k

l+1
∑

j=1

(−1)1+jC1j · det(C̃1j)

= det(B) + k det(C)。

• 由數學歸納法 (Mathematical Induction) 得知: 一個 n× n 矩陣的行列式具有的性質是: 固

定其中的 n− 1 列, 對於剩下的列而言是線性函數。
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推論 7 (第 213 頁). 若 A ∈ Mn×n(F) 有某一列的每一項皆為零, 則 det(A) = 0。

證明: 假設 A 的第 p 列的每一項全為 0, 其中 p 是 1, 2, . . . , n 中的一數, 因為對於第 p 列來說可

寫成 0 = 0 + 0, 由 定理 6 利用 A 的第 p 列之線性性質得知: det(A) = det(A) + det(A), 所以

det(A) = 0。

根據定義, 行列式是計算沿著 A 的第 1 列餘因子展開式, 以下將證明行列式的結果可以是計算沿

著 A 的任何一列之餘因子展開式。 為得到這個結果, 我們先證明以下引理:

引理 8 (第 213 頁). 令 B ∈ Mn×n(F), 其中 n ≥ 2, 若 B 的第 i 列為 ek, 其中 1 ≤ k ≤ n, 則

det(B) = (−1)i+k det(B̃ik)。

證明:

• 當 n = 2 時,

⋆ 若 B 的第 1 列是 e1, 則 B11 = 1, B12 = 0, 所以

det(B) = B11B22 −B12B21 = B22 = (−1)1+1 det(B̃11) = (−1)i+k det(B̃ik)。

⋆ 若 B 的第 1 列是 e2, 則 B11 = 0, B12 = 1, 所以

det(B) = B11B22 −B12B21 = −B21 = (−1)1+2 det(B̃12) = (−1)i+k det(B̃ik)。

⋆ 若 B 的第 2 列是 e1, 則 B21 = 1, B22 = 0, 所以

det(B) = B11B22 −B12B21 = −B12 = (−1)2+1 det(B̃21) = (−1)i+k det(B̃ik)。

⋆ 若 B 的第 2 列是 e2, 則 B21 = 0, B22 = 1, 所以

det(B) = B11B22 −B12B21 = B11 = (−1)2+2 det(B̃22) = (−1)i+k det(B̃ik)。

由上討論得到公式 det(B) = (−1)i+k det(B̃ik) 在 n = 2 時成立。

• 假設 n = l, l ≥ 2 時引理的結果成立; 也就是說, 若 B 的第 i 列是 ek, 其中 1 ≤ k ≤ l, 則

det(B) = (−1)i+k det(B̃ik) 成立。

當 n = l+1 時, 假設 B ∈ M(l+1)×(l+1)(F), 若 B 的第 i 列是 ek, 其中 1 ≤ k ≤ l+1。 現分

成 i = 1 以及 1 < i ≤ l + 1 兩種情況討論:

⋆ 若 i = 1, 因為 B1k = 1 而且若 j 6= k, 則 Bij = 0, 根據行列式的定義,

det(B) =

l+1
∑

j=1

(−1)1+jB1j · det(B̃1j) = (−1)1+k det(B̃1k) = (−1)i+k det(B̃ik)。
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⋆ 若 1 < i ≤ l + 1, 對每個 j 6= k, 其中 1 ≤ j ≤ l + 1, 令 Cij 表示 (l − 1)× (l − 1) 矩

陣而且是消去 B 第 1 列與第 i 列還有消去 B 的第 j 行與第 k 行後所得的矩陣。 對於

每一個 j, 則 B̃ij 的第 i− 1 列是 F
l 中的向量, 其中















ek−1 若 j < k

0 若 j = k

ek 若 j > k,

由數學歸納法的假設以及 推論 7, 得到

det(B̃1j) =















(−1)(i−1)+(k−1) det(Cij) 若 j < k

0 若 j = k

(−1)(i−1)+k det(Cij) 若 j > k,

所以

det(B) =

l+1
∑

j=1

(−1)1+jB1j · det(B̃1j)

=
∑

j<k

(−1)1+jB1j · det(B̃1j) +
∑

j>k

(−1)1+jB1j · det(B̃1j)

=
∑

j<k

(−1)1+jB1j · (−1)(i−1)+(k−1) det(Cij)

+
∑

j>k

(−1)1+jB1j · (−1)(i−1)+k det(Cij)

= (−1)i+k





∑

j<k

(−1)1+jB1j · det(Cij) +
∑

j>k

(−1)1+(j−1)B1j · det(Cij)



 。

因為上式中括號內的式子即為 B̃ik 沿著第 1 列的餘因子展開式, 所以

det(B) = (−1)i+k det(B̃ik)。

• 由數學歸納法 (Mathematical Induction) 得知: 令 B ∈ Mn×n(F), 其中 n ≥ 2, 若 B 的第

i 列為 ek, 其中 1 ≤ k ≤ n, 則

det(B) = (−1)i+k det(B̃ik)。

先討論 引理 8 是合理的, 因為矩陣第 i 列所成的向量空間中有標準有序基底 {e1, e2, . . . , en},

而我們在 定理 6 又知道固定其中的 n − 1 列, 對剩下的列而言具有線性性質, 這麼一來就可以將兩

者整合得到最終的結果, 即行列式的計算可以對任意一列進行餘因子展開。 以下繼續將這個結果證明

完畢。
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定理 9 (第 215 頁). 任何一個方陣的行列式可由沿著任一列的餘因子展開式計算之; 也就是說, 若

A ∈ Mn×n(F), 則對任何 i 是 1, 2, . . . , n 中之一數, 都有

det(A) =

n
∑

j=1

(−1)i+jAij · det(Ãij)。

證明: 若 i = 1, 此結果即為行列式的定義。 若 i 是 2, 3, . . . , n 中之一數, 因為 A 的第 i 列的向量可

以表示為
n
∑

j=1
Aijej。 對於 j = 1, 2, . . . , n, 令 Bj 表示將 A 的第 i 列替換為 ej 所得的矩陣。 根據

定理 6 以及 引理 8, 得到

det(A) =

n
∑

j=1

Aij det(Bj) =

n
∑

j=1

(−1)i+jAij · det(Ãij)。

這裡註記一件事: 從 定理 9 當中雖然我們可以推得若一個方陣的某一列全為零的話, 那麼沿著那

一列的餘因子展式後可得知行列式為零 (推論 7), 但是這樣的論述在這份講義的建構過程中是有問題

的; 也就是說, 因為 引理 8 的證明中已經用到 推論 7, 而 定理 9 又用到 引理 8, 所以我們不能再拿

定理 9 證明 推論 7, 否則這將產生循環論證的問題。

推論 10 (第 215 頁). 若 A ∈ Mn×n(F) 有某兩列相等, 則 det(A) = 0。

證明:

• 當 n = 2, 記矩陣

A =

[

A11 A12

A21 A22

]

滿足 A11 = A21 以及 A12 = A22,所以 det(A) = A11A22−A12A21 = A21A22−A22A21 = 0。

• 假設 n = l, l ≥ 2 的時候具有: 若矩陣的第 p 列與第 q 列相等, 其中 p 6= q, 則 det(A) = 0

成立。

當 n = l + 1, 令 A ∈ M(l+1)×(l+1)(F) 的第 p 列及第 q 列相等且 p 6= q, 因為 n ≥ 3, 在

1, 2, . . . , l + 1 中存在一數 i 使得 i 6= p 而且 i 6= q, 由 定理 9,

det(A) =

l+1
∑

j=1

(−1)i+jAij · det(Ãij),

因為每個 Ãij 都是 l×l 矩陣且有某兩列相等, 由數學歸納法的假設得知對於 j = 1, 2, . . . , l+1

都有 det(Ãij) = 0, 因此 det(A) = 0。

• 由數學歸納法 (Mathematical Induction)得知: 若 A ∈ Mn×n(F)有某兩列相等, 則 det(A) =

0。
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回想在討論解線性聯立方程式的時候, 將問題轉換為矩陣表示時, 我們會對矩陣進行兩列互換還

有將某一列乘上非零的倍數後加到另一列而得新的矩陣, 利用行列式的線性性質 (定理 6) 還有兩列

相同的方陣行列式為零 (推論 10) 的結果, 我們可以得到這些矩陣的行列式之關係。

定理 11 (第 216 頁). 若 A ∈ Mn×n(F), 而矩陣 B 是 A 的某兩列互換後所得的矩陣, 則 det(B) =

− det(A)。

證明: 將 A ∈ Mn×n(F) 的每一列分別記為 a1,a2, . . . ,an, 而 B 是將 A 的第 p 列與第 q 列互換所

得的矩陣, 其中 p < q; 也就是說,

A =

































a1

...

ap

...

aq

...

an

































, B =

































a1

...

aq

...

ap

...

an

































,

因為

0 = det

































































a1

...

ap + aq

...

ap + aq

...

an

































































= det

































































a1

...

ap

...

ap + aq

...

an

































































+ det

































































a1

...

aq

...

ap + aq

...

an

































































= det

































































a1

...

ap

...

ap

...

an

































































+ det

































































a1

...

ap

...

aq

...

an

































































+ det

































































a1

...

aq

...

ap

...

an

































































+ det

































































a1

...

aq

...

aq

...

an

































































= 0 + det(A) + det(B) + 0,

所以 det(B) = − det(A)。
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以下可再推得行列式的另一個重要性質: 將矩陣進行第 III 類基本列運算後行列式不變。

定理 12 (第 216 頁). 假設 A ∈ Mn×n(F), 若 B 是將 A 的某一列乘以 k 倍加至 A 的另一列所得

的矩陣, 則 det(B) = det(A)。

證明: 假設 B 是將 A的第 q 列乘以 k 倍加至 A的第 p列所得的矩陣, 其中 p 6= q, 將 A的每一列記

為 a1,a2, . . . ,an, 而 B 的每一列記為 b1,b2, . . . ,bn, 則 bi = ai 對所有 i 6= p, 而 bp = ap + kaq,

令 C 是 A 的第 p 列改成 aq 後所得的矩陣, 由 定理 6 與 推論 10, 得到

det(B) = det(A) + k det(C) = det(A) + k · 0 = det(A)。

推論 13 (第 217 頁). 若 A ∈ Mn×n(F) 滿足 rank(A) < n, 則 det(A) = 0。

證明: 將矩陣 A 的列向量以 a1,a2, . . . ,an 表示, 若 rank(A) < n, 則 a1,a2, . . . ,an 線性相依; 也

就是說, 存在 c1, c2, . . . , cn ∈ F 不全為零使得 c1 · a1 + c2 · a2 + · · ·+ cn · an = 0。 假設 cp 6= 0, 則

ap 可以重新表示為

ap = c̃1 · a1 + · · ·+ c̃p−1 · ap−1 + c̃p+1 · ap+1 + · · ·+ c̃n · an,

其中 c̃i = −c−1
p ci, i = 1, 2, . . . , p− 1, p+1, . . . , n。 由 定理 6, 先對於第 p 列用線性性質展開後, 得

到每個矩陣都有某兩列相同, 故由 推論 10 得到

det(A) = c̃1 · 0 + · · ·+ c̃p−1 · 0 + c̃p+1 · 0 + · · ·+ c̃n · 0 = 0。

這裡整理出到目前為止所推得的行列式性質:

• 固定其中的 n− 1 列, 行列式對於剩下的列而言是線性函數。 定理 6

• 若有某一列的每一項皆為零, 則行列式為零。 推論 7

• 行列式可由沿著任一列的餘因子展開式計算之。 定理 9

• 矩陣若有某兩列相等, 則行列式為零。 推論 10

• 矩陣任兩列互換, 行列式值差負號。 定理 11

• 將某一列乘以 k 倍加到另一列, 行列式值不變。 定理 12

• 矩陣不滿秩, 行列式為零。 推論 13

下一個單元會再繼續介紹行列式的性質。
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4.2 行列式的進階性質

這個單元將繼續討論行列式的性質, 這些性質中有些仍然是一般的結果, 而有些是討論特別的矩陣之

行列式。 首先建立單位矩陣還有基本矩陣的行列式。

例 1.

(A) 對所有 n ∈ N, 單位矩陣 In 的行列式 det(In) = 1。

(B) 若 E 是將單位矩陣 In 的任兩列互換後所得的矩陣, 則 det(E) = −1。

(C) 若 E 是將單位矩陣 In 的某一列乘上非零倍數 k 後所得的矩陣, 則 det(E) = k。

(D) 若 E 是將單位矩陣 In 的某一列乘上 k 倍後加至另一列所得的矩陣, 則 det(E) = 1。

證明:

(A) • 當 n = 1, 則 det(I1) = det([1]) = 1 成立。

• 假設 n = k, k ∈ N 時, 行列式 det(Ik) = 1 成立。

當 n = k + 1 時, 根據行列式的定義, 得到

det(Ik+1) =

k+1
∑

j=1

(−1)1+j(Ik+1)1j det(Ĩ1j) = (−1)1+1(Ik+1)11 · det(Ik)

= 1 · 1 · 1 = 1。

• 由數學歸納法 (Mathematical Induction) 得知: 對所有 n ∈ N, 單位矩陣 In 的行列式

det(In) = 1。

(B) 由 (A) 以及單元 4.1 的 定理 11 得到 det(E) = −1。

(C) 假設矩陣 E 是將單位矩陣 In 的第 p 列乘上 k 後所得的矩陣, 其中 k ∈ F, k 6= 0, 考慮 A 是

將單位矩陣 In 的第 p 列換成零向量所成的矩陣, 則由 (A) 以及單元 4.1 的 定理 6 與 推論 7

得到

det(E) = det(A) + k det(In) = 0 + k · 1 = k。

(D) 假設矩陣 E 是將單位矩陣 In 的第 q 列乘上 k 後加到第 p 列所得的矩陣, 其中 k ∈ F, k 6= 0,

由 (A) 以及單元 4.1 的 定理 12 得到

det(E) = det(In) = 1。

討論完單位矩陣及基本矩陣的行列式之後, 我們就可以建立兩矩陣相乘的行列式與各別矩陣行列

式的關係。
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定理 2 (第 223 頁). 對任何 A,B ∈ Mn×n(F), 則 det(AB) = det(A) · det(B)。

證明: 給定 A ∈ Mn×n(F),首先討論 rank(A) < n的情形。 由單元 4.1的推論 13知道 det(A) = 0,

所以 det(A) · det(B) = 0; 另一方面, 因為 rank(AB) ≤ rank(A) < n, 所以 det(AB) = 0, 因此

det(AB) = 0 = det(A) · det(B)。

以下討論 A 是一個基本矩陣的情形。

• 若 A 是第 I 型基本矩陣, 即 A 是將 In 中的某兩列互換後所得的基本矩陣, 則 det(A) = −1;

另一方面, 因為矩陣 AB 是 B 互換兩列後所得的矩陣, 所以

det(AB) = − det(B) = (−1) · det(B) = det(A) · det(B)。

• 若 A 是第 II 型基本矩陣, 即 A 是將 In 中的某一列乘以 k 之後所得的基本矩陣, 其中 k ∈

F, k 6= 0, 則 det(A) = k; 另一方面, 矩陣 AB 是 B 的某一列乘上 k 之後所得的矩陣, 根據

單元 4.1 的 定理 6 得到

det(AB) = k · det(B) = det(A) · det(B)。

• 若 A 是第 III 型基本矩陣, 即 A 是將 In 中的某一列乘以 k 之後加到另一列所得的基本矩陣,

其中 k ∈ F, k 6= 0, 則 det(A) = 1; 另一方面, 矩陣 AB 是 B 的某一列乘以 k 之後加到另一

列所得的矩陣, 由單元 4.1 的 定理 12 得到

det(AB) = det(B) = 1 · det(B) = det(A) · det(B)。

最後討論 rank(A) = n 的情況。 此時, A 是可逆矩陣, 而且它可以寫成基本矩陣的乘積, 記 A =

EmEm−1 · · ·E2E1, 其中 E1, E2, . . . , Em 為基本矩陣, 則

det(AB) = det(Em · · ·E2E1B) = det(Em) · det(Em−1 · · ·E2E1B)

= · · · = det(Em) · · · · · det(E2) · det(E1) · det(B)

= det(Em · · ·E2 ·E1) · det(B) = det(A) · det(B)。

推論 3 (第 223 頁). 矩陣 A ∈ Mn×n(F) 是可逆的若且唯若 det(A) 6= 0, 而且若 A 是可逆的, 則

det(A−1) = (det(A))−1。

證明: (⇒) 若 A ∈ Mn×n(F) 是可逆的, 則有 AA−1 = In, 於是

det(A) · det(A−1) = det(AA−1) = det(In) = 1。

因此, det(A) 6= 0, 且 det(A−1) = (det(A))−1。

(⇐) 若 A ∈ Mn×n(F) 是不可逆的, 則 rankA < n, 所以 det(A) = 0。
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至今我們對於行列式的研究都只使用到矩陣的列, 例如行列式的遞迴定義僅提到沿著某一列的餘

因子展開式, 而且在單元 4.1 總結出利用基本列運算以求得行列式的更有效方法。 我們下一個結果將

證明矩陣 A 與其轉置矩陣 At 的行列式相等。 因為 A 的列即為 At 的行, 最終我們可將所有利用矩

陣的列求行列式的敘述轉換為利用行求行列式的敘述。

引理 4. 基本矩陣的轉置矩陣也是基本矩陣, 而且行列式值相同。

證明:

• 若 A是第 I型矩陣, 即 A是將 In 中的第 p 列與第 q 列互換後所得的基本矩陣, 因為 At = A,

所以 At 也是基本矩陣, 且 det(At) = det(A) = −1。

• 若 A是第 II型矩陣,即 A是將 In 中的第 p列乘以 k 之後所得的基本矩陣, 其中 k ∈ F, k 6= 0,

因為 At = A, 所以 At 也是基本矩陣, 且 det(At) = det(A) = k。

• 若 A 是第 III 型矩陣, 即 A 是將 In 中的第 q 列乘以 k 之後加到第 p 列所得的基本矩陣, 其

中 k ∈ F, k 6= 0, 即

Aij =















1 若 i = j

k 若 i = p 且 j = q

0 其它情況,

因為

(At)ij =















1 若 i = j

k 若 i = q 且 j = p

0 其它情況,

則 At 可以看成是將 In 中的第 p 列乘以 k 之後加到第 q 列所得的矩陣, 故 At 也是基本矩陣,

而且 det(At) = 1 = det(A)。

定理 5 (第 224 頁). 對任何 A ∈ Mn×n(F), det(At) = det(A)。

證明: 若 A 不是可逆的, 則 rank(A) < n, 因為 rank(At) = rank(A), 所以 At 也是不可逆的。 因

此, det(At) = 0 = det(A)。

若A是可逆的, 則A可以寫成基本矩陣的乘積, 記A = EmEm−1 · · ·E2E1,其中 E1, E2, . . . , Em

是基本矩陣, 因為對於 i = 1, 2, . . . ,m 都有 det(Ei) = det((Ei)
t), 所以

det(At) = det((E1)
t(E2)

t · · · (Em)t) = det((E1)
t) det((E2)

t) · · · det((Em)t)

= det(E1) det(E2) · · · det(Em) = det(Em) · · · det(E2) det(E1)

= det(Em · · ·E2E1) = det(A)。

因此, 對任何 A ∈ Mn×n(F), 都有 det(At) = det(A)。
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4.3 克拉瑪法則與反矩陣的找法

這一個單元是要考慮帶有 n 個未知數 x1, x2, . . . , xn 的 n 個線性聯立方程式:


























a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn,

其中 aij , bi ∈ F, 而 i, j = 1, 2, . . . , n。 透過矩陣的運算, 線性聯立方程式可以寫成 Ax = b, 其中

A =















a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann















, x =















x1

x2
...

xn















, b =















b1

b2
...

bn















。

回想在第 3 章我們是討論帶有 n 個未知數的 m 個線性聯立方程式之一般情形, 而那時候我們是透過

基本列運算與基本行運算搭配秩的概念給出關於線性聯立方程式 Ax = b 解的存在性與唯一性的理

論及其證明。 以下定理是針對特殊的情形, 也就是 n 個未知數 n 個方程式的時候給出利用行列式的

方式求解, 而它可以視為第 3 章單元 3.4 的 定理 5 的具體實踐。

定理 1 (克拉瑪法則, Cramer’s rule, 第 224 頁). 考慮 Ax = b 是含 n 個未知數 n 個線性聯立方

程式。 若 det(A) 6= 0, 則此線性聯立方程式存在唯一解, 而且對於 k = 1, 2, . . . , n,

xk = (det(A))−1 · det(Mk),

其中 Mk 是將 A 的第 k 行改為向量 b 後所成的 n× n 矩陣。

證明: 若 det(A) 6= 0, 則線性聯立方程式 Ax = b 有唯一解。 對於 k = 1, 2, . . . , n, 令 ak 表示 A

的第 k 行, 且令 Xk 表示將 n× n 單位矩陣的第 k 行替換成 x 後所得的矩陣。 因為

AXk = A
[

e1 · · · ek−1 x ek+1 · · · en

]

=
[

Ae1 · · · Aek−1 Ax Aek+1 · · · Aen

]

=
[

a1 · · · ak−1 b ak+1 · · · an

]

= Mk,

所以 det(AXk) = det(Mk)。

現用沿著第 k 列的餘因子展開式計算 det(Xk), 得

det(Xk) =

n
∑

j=1

(Xk)kj · det((X̃k)kj) = xk · det(In−1) = xk,

於是

det(AXk) = det(A) · det(Xk) = det(A) · xk = det(Mk)

因此 xk = (det(A))−1 · det(Mk)。



14 4.3 克拉瑪法則與反矩陣的找法

例 2. 利用克拉瑪法則解以下線性聯立方程式:














x+ y + z = 1

2x+ 3y − z = −6

x− 2y + z = 7。

解. 首先, 這個線性聯立方程式的矩陣形式為 Ax = b, 其中

A =









1 1 1

2 3 −1

1 −2 1









, x =









x

y

z









, 及 b =









1

−6

7









,

因為 det(A) = 3− 4− 1− 3− 2− 2 = −9, 而

M1 =









1 1 1

−6 3 −1

7 −2 1









, 得 det(M1) = 3 + 12− 7− 21 + 6− 2 = −9,

M2 =









1 1 1

2 −6 −1

1 7 1









, 得 det(M2) = −6 + 14 = 1 + 6 = 2 + 7 = 18,

M3 =









1 1 1

2 3 −6

1 −2 7









, 得 det(M3) = 21− 4− 6− 3− 14− 12 = 21− 39 = −18,

所以

x =
det(M1)

det(A)
=

−9

−9
= 1, y =

det(M2)

det(A)
=

18

−9
= −2, z =

det(M3)

det(A)
=

−18

−9
= 2。

將克拉瑪法則與第 3 章介紹用基本列運算的方式找到線性聯立方程式的解相比較, 在 2 × 2 與

3× 3 矩陣, 克拉瑪法則在手動計算上應該是會快一些, 而且也比較不會出錯, 至少個人的經驗上是如

此。 我想主要原因是在於行列式有很多的性質助於簡化計算。 但這裡應註記的是: 若矩陣愈來愈大的

時候, 我們會開始尋求電腦的協助, 目前市面上有非常多處理數學的軟體, 在這些數學軟體中, 若是牽

涉到要進行大型矩陣的運算時, 那麼 MATLAB 算是首選。

現從大型矩陣的眼光看待同樣的問題時, 結局就會大翻轉, 因為當 n 愈來愈大的時候, 利用基本

列運算或是基本行運算所需要的操作會是多項式等級就可以完成 (處理 n 個未知數的 n 條線性聯立

方程式需要用到的乘法次數是 n3 的等級), 但是克拉瑪法則需要計算的是行列式, 而每一個行列式會

是階乘等級的運算量 (處理 n 個未知數的 n 條線性聯立方程式需要用到的乘法次數是 (n+ 1)!), 就

算是利用行列式的一些性質化簡計算的話, 仍然需要用到 n4 的等級, 所以克拉瑪法則在大型矩陣的

情況下變得不好。 這類的問題與演算法的時間複雜度 (time complexity) 有關, 若從數學的角度來看

的話, 則是和等級 (order) 的原理有關, 各位若對資訊特別是寫程式感興趣的話, 應該要對這個議題加

以了解, 在這份講義中或許就只是在此點到為止。
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在線性代數的理論中, 判斷一個矩陣是否可逆是一個重要的問題, 甚至求出一個可逆矩陣的反矩

陣表達式也是經常需要知道的事情。 在第 3 章的時候, 我們介紹過利用一個方陣與一個單位矩陣結

合成增廣矩陣, 再利用基本列運算還有基本行運算的方式就可以判斷這個方陣是否可逆, 若可逆, 也

可以得到反矩陣的表達。 當我們學到行列式以及克拉瑪法則知道關於線性聯立方程式的另一種求解法

時, 我們也可以透過克拉瑪法則確實求得一個可逆矩陣的反矩陣。 現對這個問題進行討論: 給定矩陣

A ∈ Mn×n(F), 假設 A 是可逆矩陣, 則存在 B 使得 AB = In, 將 B 的每一行記為 b1,b2, . . . ,bn,

回想單元 2.5 的 定理 3, 用行的觀點來看 AB = In 這個式子, 則為

AB =
[

Ab1 Ab2 · · · Abn

]

=
[

e1 e2 · · · en

]

,

所以對於 j = 1, 2, . . . , n 都有 Abj = ej。 根據克拉瑪法則 (Cramer’s rule, 定理 1), 我們得到

bij = (det(A))−1 · det(Mi), 其中 Mi 是將 A 的第 i 行改為 ej 後所得的 n × n 矩陣, 因為

det(Mi) = (−1)j+i det(Ãji), 所以

[A−1]ij = bij = (det(A))−1 · (−1)j+i det(Ãji)。

例 3. 判斷矩陣

A =









1 1 1

2 3 −1

1 −2 1









是否可逆? 若可逆, 試求出它的反矩陣。

解. 因為 det(A) = 3− 4− 1− 3− 2− 2 = −9 6= 0, 所以矩陣 A 是可逆的。

現計算









Ã11 Ã12 Ã13

Ã21 Ã22 Ã23

Ã31 Ã32 Ã33









=









1 3 −7

3 0 −3

−4 −3 1









得到









Ã11 Ã12 Ã13

Ã21 Ã22 Ã23

Ã31 Ã32 Ã33









t

=









1 3 −4

3 0 −3

−7 −3 1









,

所以

A−1 =
1

−9









1 (−1) · 3 −4

(−1) · 3 0 (−1) · (−3)

−7 (−1) · (−3) 1









=









−1
9

1
3

4
9

1
3 0 −1

3
7
9 −1

3 −1
9









。
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4.4 行列式的刻畫

數學上常常定義數學物件 (mathematical objects) 並探討數學物件的性質, 而我們會反過來問的一

個問題是: 滿足這些性質的數學物件有哪些? 最理想的情況是這些特性也能充分反應這個數學物件;

也就是說, 滿足這些數學特性的數學物件具有唯一性。 又或者說, 是否能找到一個數學物件的基本特

性, 並由這幾個基本特性推出這個數學物件的所有其它性質。

若從上段文字所述的觀點出發, 配合這一章探討的行列式, 我們在前面的單元知道行列式有很多

性質, 於是現在想要問的是: 在這些特性當中哪些是行列式的本質? 綜觀前面單元所介紹行列式的性

質, 函數具有線性性質一定是非常重要的性質, 我們先把它用下面的定義強調出來。

定義 1 (第 238 頁). 函數 δ : Mn×n(F) → F 稱為 n-線性函數 (n-linear function) 是指當矩陣固定

其中的 n− 1 列, 則 δ 對於剩下的列而言是一種線性函數; 也就是說, 對每個 p = 1, 2, . . . , n 都有

δ

































































a1

...

ap−1

u+ kv

ap+1

...

an

































































= δ

































































a1

...

ap−1

u

ap+1

...

an

































































+ kδ

































































a1

...

ap−1

v

ap+1

...

an

































































。

例 2 (第 239 頁). 對於 A ∈ Mn×n(F), 考慮 δ : Mn×n(F) → F 為 δ(A) = A11A22 · · ·Ann, 則 δ

是一個 n-線性函數。

解. 給定 A ∈ Mn×n(F), 記矩陣 A 的列為 a1,a2, . . . ,an, 給定 p 是 1, 2, . . . , n 中的一個數字, 記

ap = u + kv = (up1 + kvp1, up2 + kvp2, . . . , upn + kvpn), 其中 k ∈ F。 此外, 記矩陣 B 與 C 分

別是將矩陣 A 的第 p 列替換為 u 與 v 而成的矩陣; 也就是說, 若矩陣 B 的列為 b1,b2, . . . ,bn,

矩陣 C 的列為 c1, c2, . . . , cn, 其中 bp = (u1, u2, . . . , un) 以及 cp = (v1, v2, . . . , vn), 而對於

i = 1, 2, . . . , p− 1, p + 1, . . . , n, ai = bi = ci, 則

δ(A) = A11A22 · · ·A(p−1)(p−1)AppA(p+1)(p+1) · · ·Ann

= A11A22 · · ·A(p−1)(p−1)(upp + kvpp)A(p+1)(p+1) · · ·Ann

= A11A22 · · ·A(p−1)(p−1)uppA(p+1)(p+1) · · ·Ann

+ kA11A22 · · ·A(p−1)(p−1)vppA(p+1)(p+1) · · ·Ann

= δ(B) + kδ(C),

所以 δ 是一個 n-線性函數。

第二個想要介紹的是交錯的觀念。

定義 3 (第 239 頁). 一個 n-線性函數 δ : Mn×n(F) → F 若滿足: 當 A ∈ Mn×n(F) 存在相鄰兩列

完全相同時, 則 δ(A) = 0, 我們稱 δ 是 交錯的 (alternating)。
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關於交錯的定義, 只約定若矩陣存在相同的相鄰列時, 函數的取值必須為零。 令人驚豔的是, 這個

性質配合著 n-線性函數可以引發出行列式具有的大部分性質。

定理 4 (第 240 頁). 令 δ : Mn×n(F) → F 是一個交錯的 n-線性函數。

(A) 若 A ∈ Mn×n(F) 且矩陣 B 是 A 的某兩列互換後所得的矩陣, 則 δ(B) = −δ(A)。

(B) 若 A ∈ Mn×n(F) 有某兩列相同, 則 δ(A) = 0。

證明:

(A) 令 A ∈ Mn×n(F), 令 B 為 A 的第 p 列及第 q 列互換後所得的矩陣, 其中 p < q。 我們首先

證明 q = p+ 1 的情況。 因為 δ : Mn×n(F) → F 是交錯的 n-線性函數, 所以

0 = δ





















































a1

...

ap + ap+1

ap + ap+1

...

an





















































= δ
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...

an
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...
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ap

...
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a1

...

ap+1

ap+1

...

an





















































= 0 + δ(A) + δ(B) + 0,

所以 δ(B) = −δ(A)。

再看 q > p + 1 的情況, 令 A 的所有列為 a1,a2, . . . ,an, 首先, ap 和 ap+1 互換, 接著再將

ap 逐次和後面的列互換, 換到所有的列依次為

a1,a2, . . . ,ap−1,ap+1, . . . ,aq,ap,aq+1, . . . ,an,

這個過程需要 q− p 次相鄰列互換而得到上述結果, 接著依序將 aq 與前一列互換, 直到各列依

次為

a1,a2, . . . ,ap−1,aq,ap+1, . . . ,aq−1,ap,aq+1, . . . ,an,

以上過程需要 q − p− 1 次相鄰列互換而得出矩陣 B。 於是, 我們有

δ(B) = (−1)(q−p)+(q−p−1)δ(A) = −δ(A)。
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(B) 假設 A ∈ Mn×n(F) 的第 p 列及第 q 列相同, 其中 p < q, 若 q = p+ 1, 因為 δ 是交錯的, 而

且 A 存在相同的相鄰列, 所以 δ(A) = 0。

若 q > p+1, 令矩陣 B 是 A 互換第 p+1 列及第 q 列後所得的矩陣, 則矩陣 B 產生相同的

相鄰列, 得 δ(B) = 0。 由 (A) 知 δ(B) = −δ(A), 所以 δ(A) = 0。

從交錯的 n-線性函數這兩個條件我們可以得到將矩陣的任兩列互換後函數值差負號, 還有矩陣若

有某兩列相同的話函數值為零。 我們可由此再推得交錯的 n-線性函數也符合將矩陣的某一列乘上倍

數加到另一列之後的矩陣與原矩陣所對應到的函數值不變。

推論 5 (第 240 頁). 令 δ : Mn×n(F) 是一個交錯的 n-線性函數, 給定 A ∈ Mn×n(F), 若 B 是 A

的某一列乘上 k 倍加至 A 的另一列所得的矩陣, 則 δ(B) = δ(A)。

證明: 給定 A ∈ Mn×n(F), 令 B 是將 A 的第 q 列乘上 k 倍加至第 p 列所得的矩陣, 其中 p 6= q,

記 C 是將 A 的第 p 列替換成第 q 列所得的矩陣, 比較 A,B,C 的每一列, 除了第 p 列以外皆相同;

此外, 矩陣 B 的第 p 列是 A 的第 p 列及 C 的第 p 列乘上 k 倍之和。

因為 δ 是交錯的 n-線性函數, 且 C 有兩列相同 (第 p 列與第 q 列), 所以

δ(B) = δ(A) + k · δ(C) = δ(A) + k · 0 = δ(A)。

推論 6 (第 241 頁). 令 δ : Mn×n(F) → F 是一個交錯的 n-線性函數, 若 A ∈ Mn×n(F) 滿足

rank(A) < n, 則 δ(A) = 0。

證明: 將 A 的列向量以 a1,a2, . . . ,an 表示, 若 rank(A) < n, 則 a1,a2, . . . ,an 線性相依; 也就是

說, 存在 c1, c2, . . . , cn ∈ F 不全為零使得 c1 · a1 + c2 · a2 + · · · + cn · an = 0。 假設 cp 6= 0, 則 ap

可以重新表示為

ap = c̃1 · a1 + · · ·+ c̃p−1 · ap−1 + c̃p+1 · ap+1 + · · ·+ c̃n · an,

其中 c̃i = −c−1
p ci, i = 1, 2, . . . , p− 1, p+1, . . . , n。 因為 δ 是交錯的 n-線性函數, 所以在計算 δ(A)

的時候, 先對於 ap 改用上述的關係式寫出, 透過線性性質展開, 得到每個矩陣都有某兩列相同, 故有

δ(A) = c̃1 · 0 + · · ·+ c̃p−1 · 0 + c̃p+1 · 0 + · · ·+ c̃n · 0 = 0。

至此, 我們已經將單元 4.1 提及行列式的性質都討論過一遍了。 只需要假設函數是 「n-線性」 及

「交錯的」 這兩個條件就能得到這些性質。 這裡我們註記另一件事: 假設 δ 是 n-線性函數, 若矩陣

A ∈ Mn×n(F) 有某一列的每一項皆為零, 則 δ(A) = 0, 這個證明就完全類比於單元 4.1 的 推論 7

之證明。 此外, 關於單元 4.1 的 引理 8 與 定理 9 只是行列式操作上的不同表達, 與我們現在要討論

的主題無關, 故也可以不予理會。

以下要討論的是交錯的 n-線性函數作用在基本矩陣的結果。
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推論 7 (第 241 頁). 令 δ : Mn×n(F) → F 是一個交錯的 n-線性函數, 且令 E1, E2, E3 ∈ Mn×n(F)

分別為第 I 型、第 II 型、第 III 型的基本矩陣。 假設 E2 是將 In 的某一列乘上 k 倍後所得的矩陣,

其中 k ∈ F, k 6= 0, 則 δ(E1) = −δ(In), δ(E2) = k · δ(In), 以及 δ(E3) = δ(In)。

證明:

• 假設 E1 是將單位矩陣 In 的第 p 列與第 q 列互換後所得的基本矩陣, 其中 p 6= q, 由 定理 4

(A) 得知 δ(E1) = −δ(In)。

• 假設 E2 是將單位矩陣 In 的第 p 列乘上 k 倍後所得的基本矩陣, 其中 k ∈ F, k 6= 0, 記矩陣 A

是將單位矩陣 In 的第 p 列替換成零向量 0 所得的矩陣, 因為 δ 是 n-線性函數, 而且 A 滿足

rank(A) = n−1 < n, 得到 δ(A) = 0, 因此 δ(E2) = δ(A)+kδ(In) = 0+kδ(In) = kδ(In)。

• 假設 E3 是將單位矩陣 In 的第 q 列乘上 k 倍後加到第 p 列所得的基本矩陣, 其中 k ∈ F, k 6=

0, 記矩陣 A 是將單位矩陣 In 的第 p 列替換成向量 eq 所得的矩陣, 因為 δ 是 n-線性函數,

而且 A 的第 p 列與第 q 列相同, 所以 δ(E3) = δ(In) + kδ(A) = δ(In) + k · 0 = δ(In)。

我們的終極目標是希望能夠設定最少的條件使得滿足這些條件的函數 δ : Mn×n(F) → F 就是行

列式, 即 δ(A) = det(A) 對所有 A ∈ Mn×n(F)。 從前面的討論中我們知道 「n-線性」 還有 「交錯的」

是兩個重要的性質, 而我們從 det(AB) = det(A) det(B) 的證明過程中發現: 只要再確定單位矩陣

具備 δ(In) = 1 的話, 那麼就會有 δ(A) = det(A); 也就是說, 被用來描述行列式特徵的第三個條件

是交錯的 n-線性函數對任何的 n× n 單位矩陣取值必須是 1。 這裡, 我們先證明若 δ 是交錯的 n-線

性函數且 δ(In) = 1, 則矩陣相乘後的 δ 取值為各別矩陣 δ 取值後再相乘。

如此就足以證明函數 δ 與矩陣乘法這兩個操作的先後順序可以互換。

定理 8 (第 241 頁). 令 δ : Mn×n(F) → F 是一個交錯的 n-線性函數滿足 δ(In) = 1, 則對任意

A,B ∈ Mn×n(F) 都有 δ(AB) = δ(A) · δ(B)。

證明: 給定 A ∈ Mn×n(F), 首先討論 rank(A) < n 的情形。 由 推論 6 知道 δ(A) = 0, 所以

δ(A) · δ(B) = 0; 另一方面, 因為 rank(AB) ≤ rank(A) < n, 所以 δ(AB) = 0, 因此 δ(AB) = 0 =

δ(A) · δ(B)。

以下討論 A 是一個基本矩陣的情形。

• 若 A 是第 I 型基本矩陣, 即 A 是將 In 中的某兩列互換後所得的基本矩陣, 則 δ(A) =

−δ(In) = −1; 另一方面, 因為矩陣 AB 是 B 互換兩列後所得的矩陣, 所以

δ(AB) = −δ(B) = (−1) · δ(B) = δ(A) · δ(B)。

• 若 A 是第 II 型基本矩陣, 即 A 是將 In 中的某一列乘以 k 之後所得的基本矩陣, 其中 k ∈

F, k 6= 0, 則 δ(A) = δ(In) = k; 另一方面, 矩陣 AB 是 B 的某一列乘上 k 後所得的矩陣, 由

δ 是 n-線性得到

δ(AB) = kδ(B) = k · δ(B) = δ(A) · δ(B)。
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• 若 A 是第 III 型基本矩陣, 即 A 是將 In 中的某一列乘以 k 之後加到另一列所得的基本矩陣,

其中 k ∈ F, k 6= 0, 則 δ(A) = δ(In) = 1; 另一方面, 矩陣 AB 是 B 的某一列乘以 k 之後加

到另一列所得的矩陣, 由 推論 5 得到

δ(AB) = δ(B) = 1 · δ(B) = δ(A) · δ(B)。

最後討論 rank(A) = n 的情況。 此時 A 是可逆矩陣, 而且矩陣 A 可以寫成基本矩陣的乘積, 記

A = EmEm−1 · · ·E2E1,

其中 E1, E2, . . . , Em 為基本矩陣, 所以

δ(AB) = δ(EmEm−1 · · ·E2E1B)

= δ(Em) · δ(Em−1 · · ·E2E1B)

= · · · = δ(Em) · δ(Em−1) · · · · · δ(E2) · δ(E1) · δ(B)

= δ(EmEm−1 · · ·E2E1) · δ(B) = δ(A) · δ(B)。

經過前面的鋪陳, 我們最終可以證明行列式的刻畫。

定理 9 (第 242 頁). 假設 δ : Mn×n(F) 是一個交錯的 n-線性函數滿足 δ(In) = 1, 則對所有

A ∈ Mn×n(F) 都有 δ(A) = det(A)。

證明: 令 δ : Mn×n(F) → F 是一個交錯的 n-線性函數滿足 δ(In) = 1。 給定 A ∈ Mn×n(F),

• 如果 rank(A) < n, 由 推論 6 可知 δ(A) = 0。 另一方面, 因為單元 4.1 的 推論 13 知道

det(A) = 0, 所以 δ(A) = det(A)。

• 如果 rank(A) = n, 則 A 是可逆的, 得到矩陣 A 可以表示成基本矩陣的乘積, 記 A =

EmEm−1 · · ·E2E1, 其中 E1, E2, . . . , Em 皆為基本矩陣, 因為 δ(In) = 1, 而且 δ(Ei) =

det(Ei) 每一個基本矩陣 Ei, i = 1, 2, . . . ,m 皆成立, 所以由 推論 7 的 例 1 知: 及單元 4.2

δ(A) = δ(EmEm−1 · · ·E2E1)

= δ(Em) · δ(Em−1) · · · · · δ(E2) · δ(E1)

= det(Em) · det(Em−1) · · · · · det(E2) · det(E1)

= det(EmEm−1 · · ·E2E1) = det(A)。

當 定理 9 證明完畢之後, 我們就可以說行列式的刻畫如下: 行列式是唯一滿足 n-線性、交錯且對

所有單位矩陣取值為 1 的函數。
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4.5 行列式的幾何意義

線性代數本質上是代數, 主要是在研究向量空間中結構面的問題, 透過基底還有線性變換等了解向量

空間的結構與轉換的關係。 而線性代數在幾何上也有非常多的呈現, 代數 (algebra) 與幾何 (geome-

try) 雖然是兩個不同的領域, 但在認識數學的過程中若能在這兩者之間互相切換, 彼此相輔相成的話

就會對數學有更全面的樣貌。

前幾個單元介紹行列式都是從代數的層面去思考問題, 這一個單元要給出行列式的幾何意義。 我

們先從二階矩陣看起, 給定矩陣 A ∈ M2×2(R), 不妨記

A =

[

a b

c d

]

,

我們想要得到用列向量 v1 = (a, b) 與 v2 = (c, d) 所張出的平行四邊形面積公式; 也就是說, 我們想

要建構出一個函數 f : M2×2(R) → R 使得 f(A) 表示由矩陣 A 的列向量所張出的平行四邊形面積。

以下討論有時為了方便起見, 我們會把函數 f(A) 寫成 f(v1,v2) 的樣式, 其中第一個部分放的是矩

陣 A 第一列的向量, 而第二個部分寫的是矩陣 A 第二列的向量。

現在要觀察的是面積這個概念需符合的性質, 然後將這些性質轉化為對於函數 f 的要求。

• 考慮 v1 = (a, b), ṽ1 = (ã, b̃),v2 = (c, d), 由 v1 + ṽ1 與 v2 所張出的平行四邊形面積會是由

v1 與 v2 所張出的平行四邊形面積與由 ṽ1 與 v2 所張出的平行四邊形面積之和。

如圖 4.1 的左圖所示, 由 v1+ ṽ1 與 v2 所張出的平行四邊形面積是灰色區域面積, 根據補貼的

原理, 把灰色區域中最上方的三角形剪下然後補貼到最下方後所成的新區域, 它可以看成由左、

右兩個平行四邊形組成, 於是面積不變。 而左邊的平行四邊形是由 v1 與 v2 所張出, 而右邊的

平行四邊形是由 ṽ1 與 v2 所張出。

PSfrag replacements

v1

v1
ṽ1

v2

v2
ṽ2

xx

yy

圖 4.1: 兩向量所張出的平行四邊形面積有 2-線性性質。

若記 v1 = (a, b),v2 = (c, d), ṽ2 = (c̃, d̃), 考慮由 v1 與 v2 + ṽ2 所張出的平行四邊形面積,

如圖 4.1 右圖的灰色區域面積, 根據補貼的原理, 將灰色區域中左邊的三角形剪下然後補貼到

右邊後所成的新區域, 它可以看成由上、下兩個平行四邊形組成, 於是面積不變。 而下面的平行

四邊形是由 v1 與 v2 所張出, 而上面的平行四邊形是由 v1 與 ṽ2 所張出。

現將上面討論的結果轉成對於函數 f 的要求, 則得到 f(v1 + ṽ1,v2) = f(v1,v2)+ f(ṽ1,v2)

以及 f(v1,v2 + ṽ2) = f(v1,v2) + f(v1, ṽ2) 這兩個條件。
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• 給定 k ∈ R, 則由 kv1 與 v2 所張出的平行四邊形面積是由 v1 與 v2 所張出的平行四邊形面

積的 k 倍。 過往大家對於幾何量 (長度、面積、體積) 的認識都是指非負的量, 也就是長度大小、

面積大小、體積大小, 所以這些幾何量在過去的經驗中是無法接受像是面積為 −5 平方單位的

說法, 但是在這裡我們希望函數 f 能夠保有線性的性質, 因為這是利用線性代數來討論事情時

最重要的一個性質, 所以對於面積這個幾何量就要想一個方式將它推廣成有向面積 (或是說帶

有正、負號的面積) 的概念, 一方面除了可以符合線性代數的精神, 也對於面積一事增添了新的

思維, 當我們想要反應原始的幾何概念時, 只要將最後的結果再加上絕對值以形成非負的量即

可。 至於有向面積的規定, 這件事牽涉到定向 (orientation) 的概念, 我們留到這一個單元的最

後再說明。

同理, 給定 k ∈ R, 則由 v1 與 kv2 所張出的平行四邊形面積是由 v1 與 v2 所張出的平行四

邊形面積的 k 倍。

若是把上面的討論寫成對函數 f 的要求, 則形成 f(kv1,v2) = kf(v1,v2) 以及 f(v1, kv2) =

kf(v1,v2) 這兩個條件。

• 若 v1 = v2, 則由 v1 與 v2 所張出的區域 (其實是張不出區域) 面積為 0; 也就是說, 若 A 的

兩列相同, 則必須規定 f(A) = 0。

• 若 v1 = (1, 0),v2 = (0, 1), 則由 v1 與 v2 所張出的區域面積為 1; 也就是說, 若 A 是單位矩

陣, 則必須規定 f(A) = 1。

由上面的討論結合單元 4.4 關於行列式的刻畫, 我們得到 f(A) = det(A)。 所以矩陣 A 的行列式之

幾何意義是在計算由列向量所張出的平行四邊形的有向面積。

這裡我們進行以下幾個註記:

(A) 前面的討論我們是對於 2× 2 矩陣的行列式給予幾何意義, 這件事情可以很自然地推廣至一般

Mn×n(R) 的情況, 例如在 3 × 3 矩陣的時候, 其行列式會對應於三個列向量張出的有向平行

六面體體積, 至於維度再更高的時候, n × n 矩陣的行列式會對應於 n 個列向量所張出的有向

n-維立體體積。

(B) 正如前面幾個單元關於行列式的討論, 一開始都是先從列向量的觀點討論, 當一個矩陣與其轉

置後的矩陣兩者的行列式相同被證明了之後, 所有關於行列式的觀點都可以改採用行向量為出

發點, 於是一個 n× n 矩陣的行列式之幾何意義也可以解讀成由 n 個行向量張出的有向 n-維

立體體積。

(C) 給定矩陣 A ∈ Mn×n(R), 若我們把 A 的列向量想成是由標準有序基底 {e1, e2, . . . , en} 經

過形變 (線性變換) 後所得的產物, 那麼矩陣 A 的行列式之幾何意義可以想成是由單位體積

(因為將 {e1, e2, . . . , en} 組出來的矩陣是單位矩陣, 而我們又有 det(In) = 1) 的一種增長

量。從這樣的想法出發, 我們可以把它和多變數微積分的變數變換以及雅可比行列式 (Jacobian

determinant) 相對應; 也就是說, 雅可比行列式就是在說明坐標變換下單位 n-維立體經形變

之後體積的線性增長倍率。
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當一個幾何形體 (在這裡是指平行四邊形、平行六面體或是 n-維立體) 賦予有正有負的面積或體

積時, 這件事開拓了數學上另一個新局。 在 R
n 上給定一組有序基底 β = {v1,v2, . . . ,vn}, 將這些向

量以列的方式組成矩陣 A ∈ Mn×n(R), 若 det(A) > 0, 我們說這組基底是具有 正的定向 (positive

orientation), 若 det(A) < 0, 我們說這組基底是具有 負的定向 (negative orientation)。 以 R
2 為

例, 有序基底 β = {e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)} 是正的定向, 而 β′ = {e2 = (0, 1), e1 = (1, 0)} 是負的

定向。 關於正、負定向在圖形上的解讀如下: 因為向量 v1 與 v2 張出 R
2, 所以 v1 與 v2 不平行 (不

會線性相依), 所以 v1 與 v2 有一個小於 180◦ 的夾角, 以此夾角來看, 從第一個向量指向第二個向量

的關係是呈現逆時針走向的話, 那麼這組有序基底是正的定向; 若第一個向量順時針指向第二個向量

的話, 那麼這組有序基底是負的定向, 如圖 4.2 所示。
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圖 4.2: 左圖: {v1,v2} 是正的定向。 右圖: {v2,v1} 是負的定向。

在 R
3, 關於有序基底 β = {v1,v2,v3} 的正、負定向的也可以直觀地給出判讀: 如圖 4.3 的左圖

所示, 若由第一個向量指向第二個向量時, 第三個向量的方向符合右手定則 (右手除了姆指外的四隻

手指先指向 v1, 然後手指彎曲指向 v2, 而姆指的方向與 v3 一致) 的話, 則 β = {v1,v2,v3} 是具

有正的定向。 若是考慮有序基底 β′ = {v2,v1,v3}, 對照圖 4.3 的右圖, 若由第一個向量指向第二個

向量時, 第三個向量的方向符合左手定則 (左手除了姆指外的四隻手指先指向 v2, 然後手指彎曲指向

v1, 而姆指的方向與 v3 一致) 的話, 則 β′ = {v2,v1,v3} 是具有負的定向。
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圖 4.3: 左圖: {v1,v2,v3} 是正的定向。 右圖: {v2,v1,v3} 是負的定向。

基底的正、負定向在數學上的很多場合都會用到, 最經典的例子是在微分幾何 (differential geom-

etry) 領域中關於定積分這個概念必須建立在討論的數學物件上要是可定向的流形 (orientable man-

ifold) 才能有良好的定義 (well-defined)。 所謂的 n-維流形是把我們對於幾何物件 (曲線、曲面、實體

乃至於在愛因斯坦眼中關於時空的模型) 抽象化後所定義出的數學名詞, 局部來說每一個小區域的長
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像會和 n-維的歐氏空間中的一個區域 (半徑為 r > 0 的 n-維實體內部) 差不多, 而流形是透過些小

區域拼貼而成的形體, 因為每一個小區域都可以給予坐標系去描述流形上的點, 而在兩個區域重疊之

處, 我們就必須要求兩組不同的坐標系要有一致性, 所謂的一致性就是要求兩個坐標系的雅可比行列

式為正, 如此兩組坐標系有同樣的定向關係。

一個流形, 單從任兩個區域在重疊的地方要求要有同樣的定向, 但是這些區域不斷串接下, 有沒

有可能再繞回與一開始的區域重疊然後造成定向不一致呢? 令人驚訝的是, 這種情況的確有可能發

生, 各位或許有聽過莫比烏絲帶 (Möbius strip), 它就是一個這段文字想描述的不可定向的 2-維曲面

(non-orientable surface)。 這裡我們把曲面的可定向性給出定義。

(A) 一個正則曲面 S 稱為 可定向的 (orientable) 如果存在一組可以覆蓋 S 的坐標鄰域滿足: 若

p ∈ S 屬於某兩個坐標鄰域下, 則坐標變換的雅可比行列式為正。 這種選擇方法稱為 S 的一個

定向 (orientation)。

(B) 一個正則曲面 S 若不存在上述性質的坐標鄰域則稱曲面是 不可定向的 (non-orientable)。

對於一個可定向的曲面, 根據定向的關係可知這個曲面會有兩個面 (two-sided surface), 像是一

顆球的表皮可以說內部與外部, 一個平面可以說正面或反面, 此時, 選定一種定向的關係後, 我們可以

在可定向的曲面上操作積分並給出流形上的微積分理論; 而莫比烏絲帶是不可定向的曲面, 該曲面無

法區分內外或正反, 我們說莫比烏絲帶只有一個面 (one-sided surface), 而不可定向的曲面就無法良

好定義積分的概念。

這裡我們只給出一個簡單的介紹, 讓大家了解定向在數學上的發展, 各位若對這個主題感興趣的

話, 可再去尋找一些相關的資料延伸閱讀。


