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函數項級數

這一章所要研究的是一串永無止盡地排列的函數還有它形成的級數。 相較於第 2 章的無窮數列與第 8

章的無窮級數理論, 現在要將變數以及函數的概念再與這些理論結合。 為闡述這個理論, 單元 9.1 先

從函數列出發, 除了定義逐點收斂之外, 其實這一章最核心的概念會是均勻收斂的意義, 它將關係到這

一章所有理論的建立, 於是單元 9.1 會仔細比較函數列逐點收斂與均勻收斂兩者的差異, 也會提供幾

個均勻收斂的等價敘述以便驗證一個明確的函數列是否均勻收斂。 到了單元 9.2 就會詳細論述若函數

列具有均勻收斂的性質時在數學上的重要性; 大意上是說: 若函數列滿足均勻收斂, 那麼函數列的一

般項所帶有的連續、可積分、可微分等性質會隨著極限的運算下能夠移植到取極限後的函數。

另一方面, 從第 8 章的理論知道: 無窮級數的定義是部份和數列取極限, 所以我們也可以類似地

定義函數項級數就是函數列的部份和取極限。 在這個想法下, 當初如何從數列過渡到級數的理論就可

以設法逐一類比而建構, 而單元 9.3 就是要述說這方面的內容。

單元 9.4 要介紹一類很特別的函數項級數 � 冪級數, 由於冪級數可以看成是多項式與極限合併

而成的產物, 基於多項式在四則運算還有微分與積分操作上的便利以及我們對於多項式的理解多於其

它類型的初等函數, 冪級數得以建立出一套相當優質的理論。 至於冪級數的一個最實質的應用可說是

泰勒級數理論, 我們會在單元 9.5 提到: 若一個函數在想要研究的點附近可以重新改寫成冪級數的話,

那就可以藉由冪級數重新了解這個函數。 至於什麼時候函數可以進行冪級數的改寫, 而它對應到哪一

個冪級數, 還有函數與冪函數兩者相等的範圍為何, 這些都是基本的數學問題, 需要逐一確定, 而這個

故事的最終將引出光滑函數與解析函數之差異。

函數項級數理論的另一個應用是: 若一個函數的反導函數無法表示成初等函數的形式時, 這時退

而求其次去了解反導函數的冪級數表示, 基於收斂性, 在設定誤差範圍下, 則可選取夠多的項以近似反

導函數。 此外, 函數項級數理論在常微分方程與偏微分方程中用途更為廣泛, 這是因為一個微分方程

式的解通常無法得到明確的函數表示, 而冪級數與泰勒級數還有一個特性是: 愈前面的項掌有愈重要

的資訊, 所以在物理學的分析上會經常使用此手法處理問題。

至於級數理論中, 傅立葉級數是另一個很重要的級數, 它是將一個函數設法用三角函數重新表達。

因為這一章主要是著重在冪級數與泰勒級數的理論, 只有在第 8 章的一小部份稍微介紹了傅立葉級

數, 這裡只是想要說明的是: 傅立葉級數理論類比於冪級數理論來說, 至今也發展到一個很成熟的階

段, 若各位日後遇到要用傅立葉級數去分析一些函數時, 應該自行去找相關的文獻理解, 甚至應該花一

些時間好好比較這兩個理論的共通性與差異性。
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2 9.1 均勻收斂

9.1 均勻收斂

回想第 2 章我們介紹過無窮數列理論, 針對 {an}∞n=1 這串永無止盡排列的數字研究其行為, 然後到

了第 8 章則進一步地探討無窮級數
∞
∑

n=1
an 理論。 現在我們想把這些數字 an 抽換成函數 fn(x), 這麼

一來就形成 函數列 (sequenes of funtions) {fn(x)}∞n=1, 其中對每個自然數 n, fn : In → R 是一

個定義域為某個區間 In 對應到實數 R 的函數。 給定一組依序排列的函數, 我們感興趣的是它們享有

同樣定義域的地方; 也就是說, 我們假設 ∩∞
n=1In = I 仍然是一個區間。 所以之後為了簡便起見, 我們

就直接假設函數列是長成 {fn : I → R}∞n=1 的樣貌。

對於函數列 {fn : I → R}∞n=1, 給定 x0 ∈ I, 則 {fn(x0)}∞n=1 是一個無窮數列, 於是我們可以問

這個數列的收斂性, 若每一點都研究函數值的收斂性, 則有以下逐點收斂的定義:

定義 1. 給定函數列 {fn : I → R}∞n=1, 若對所有 x ∈ I, 極限 lim
n→∞

fn(x) 存在, 將極限值記為

lim
n→∞

fn(x)
記
= f(x), 此時稱函數列 {fn(x)}∞n=1 在區間 I 上 逐點收斂 (pointwise onvergent) 到函

數 f(x)。

若將逐點收斂這個概念用 ε-N 語言 (ε-N language) 描述, 則為:

對所有 x ∈ I, 對任意 ε > 0, 存在 N = N(ε, x) ∈ N 使得對所有 n ≥ N 都滿足

|fn(x)− f(x)| < ε。

數學上感興趣的問題是: 對於 n ∈ N, 若函數 fn(x) 具有一些好的性質, 比方說連續、可微分、可

積分等性質, 那麼這些函數在逐點收斂的意義下得到的極限函數 f(x) 是否也能繼承這些性質呢? 為

回答這個問題, 我們先研究以下幾個例子:

例 2. 在區間 I = [0, 1] 上考慮 {fn(x)}∞n=1 = {xn}∞n=1, 計算

f(x)
定義
== lim

n→∞
fn(x) =

{

0 若 0 ≤ x < 1

1 若 x = 1,

於是我們說函數列 {fn(x)}∞n=1 在 I = [0, 1] 上逐點收斂至 f(x)。 注意到對所有 n ∈ N, 函數 fn(x)

在 [0, 1] 區間上是連續甚至是可微分的函數(在端點處只看單側連續與單側導數), 但是 f(x) 在 x = 1

處並非左連續, 左導數 f ′
−(1) 也不存在。

例 3. 在區間 I = (0, 1) 上考慮 {fn(x)}∞n=1, 其中

fn(x) =

{

1 若 x = p
q
, 其中 (p, q) = 1 且 q ≤ n

0 若 x 是無理數, 或是 x = p
q
, 其中 (p, q) = 1 且 q > n,

計算

f(x)
定義
== lim

n→∞
fn(x) =

{

1 若 x 是有理數

0 若 x 是無理數,

於是函數列 {fn(x)}∞n=1 在 I = (0, 1) 上逐點收斂至 f(x)。 注意到對所有 n ∈ N, 函數 fn(x) 在

(0, 1) 區間上不連續點的個數只有有限個, 所以 fn(x) 在 (0, 1) 上是可積分的, 但是 f(x) 是狄立克

萊函數 (Dirihlet funtion), 它在 (0, 1) 上是不可積分的。
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例 4. 在區間 I = [0, 1] 上考慮 {fn(x)}∞n=2, 其中

fn(x) =















n2x 若 0 ≤ x ≤ 1
n

−n2
(

x− 1
n

)

+ n 若 1
n
< x ≤ 2

n

0 若 2
n
< x ≤ 1,

若觀察函數 fn(x)的圖形,它是在 [0, 2
n
]區間上長出一個高為 n單位的等腰三角形之兩邊, 而在 [ 2

n
, 1]

區間上函數取值為零, 所以積分值可以直接以計算三角形面積的方法得到:

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx = lim

n→∞

1

2
· 2
n
· n = lim

n→∞
1 = 1。

另一方面, 我們想計算 lim
n→∞

fn(x), 現分以下情況討論:

• 若 x = 0, 則 lim
n→∞

fn(0) = lim
n→∞

0 = 0。

• 若 x ∈ (0, 1], 由阿基米德性質 (Arhimedes Property) 得知: 存在 N ∈ N 使得 1
N

< x
2 , 所

以對所有 n ≥ N 都有 1
n
< x

2 , 即
2
n
< x; 也就是說, 對於 x ∈ (0, 1], 存在 N ∈ N 使得對所

有 n ≥ N 都有 fn(x) = 0, 於是 lim
n→∞

fn(x) = 0。

• 由上討論得到在 [0, 1] 區間上 lim
n→∞

fn(x) = 0。

而這個例子告知:

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx 6=

∫ 1

0

(

lim
n→∞

fn(x)
)

dx;

也就是說: 極限與積分兩者互換之後的結果並不相等。

例 5. 在區間 I = [0, 1] 上考慮 {fn(x)}∞n=1 = { 1
n
xn}∞n=1, 計算

f(x)
定義
== lim

n→∞
fn(x) = 0,

於是函數列 {fn(x)}∞n=1 在 I = [0, 1] 上逐點收斂至 f(x)。 因為對所有 n ∈ N, 函數 fn(x) 在 [0, 1]

區間上都是可微分函數, 而且 f ′
n(x) = xn−1

, 所以

lim
n→∞

f ′
n(x) =

{

0 若 0 ≤ x < 1

1 若 x = 1;

另一方面, 我們知道 f ′(x) = 0, 所以 lim
n→∞

f ′
n(x) 6= f ′(x)。

現將前面討論的結果整理如下(以下標號 (A) 表示連續, (B) 表示積分, (C) 表示微分):

(A,C1) 在逐點收斂的意義下, 函數的連續性與可微分性不見得被保持。

(B1) 在逐點收斂的意義下, 可積分的性質不見得被保持。

(B2) 在逐點收斂的意義下, 積分與極限的運算先後順序互換下兩者算出來的值可能不同。

(C2) 在逐點收斂的意義下, 求導與極限的運算先後順序互換下兩者得到的結果可能不同。
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上述的例子告訴我們: 逐點收斂的意義只是在描述每個點函數值各自的行為, 基本上這樣的收斂

性無法描述一些局部 (loal) 或是整體 (global) 的現象。 回想連續、可微分與可積分的定義, 其實它們

都是在觀察或比較不同位置下函數值的差異, 所以一個函數列光是具有逐點收斂的話取極限後的函數

不太可能會繼續保有這些性質。 若從代數的角度看這個問題, 則是在說: 定義在區間 I 上某些類型的

函數空間(像是連續函數所成的集合、可微分函數所成的集合或是可積分函數所成的集合等) 在逐點收

斂的意義下不具有封閉性。

這一節的目標是想要找到一個機制以及找到可以確定這個機制成立的判別法使得函數列本身具有

的性質經過取極限之後仍然可以保持。 以下討論的區間 I 除了某些定理會明確指出區間的屬性外, 其

它的情況並不設限它是開區間或是閉區間或是開閉區間, 甚至有界或是無限的區間皆可。

定義 6. 考慮函數列 {fn : I → R}∞n=1, 若有一個函數 f : I → R 滿足

對任意 ε > 0, 存在 N = N(ε) ∈ N 使得對所有 x ∈ I 以及 n ≥ N 都有 |fn(x)− f(x)| < ε,

則稱函數列 {fn(x)}∞n=1 在區間 I 上 均勻收斂 (uniformly onvergent) 至 f(x)。

首先注意到: 如果函數列 {fn(x)}∞n=1 在區間 I 上均勻收斂到 f(x), 那麼 {fn(x)}∞n=1 在區間 I

上一定是逐點收斂到 f(x)。 也就是說, 給定 x0 ∈ I, 則 {fn(x0)}∞n=1 形成一個在實數 R 上的數列,

而均勻收斂的條件告知極限 lim
n→∞

fn(x0) 存在, 由極限的唯一性告知: 這個極限值與就是逐點收斂的

函數值 f(x0)。 而這個討論也說明了逐點收斂是均勻收斂的必要條件; 反過來說, 均勻收斂是一種比逐

點收斂要求更多的一個條件。

那到底均勻收斂與逐點收斂的差異在哪裡呢? 這裡我們把兩個定義同時列出來比較:

(A) 逐點收斂: 對所有 x ∈ I, 對任意 ε > 0, 存在 N = N(ε, x) ∈ N 使得對所有 n ≥ N 都滿足

|fn(x)− f(x)| < ε。

(B) 均勻收斂: 對任意 ε > 0, 存在 N = N(ε) ∈ N 使得對所有 x ∈ I 以及 n ≥ N 都有

|fn(x)− f(x)| < ε。

兩相對照下便很快發現: 逐點收斂是在研究每一個點各自的行為, 當我們把想要研究的點 x 先抓出來,

逐點收斂就是單純地問函數值 fn(x)隨著 n變化之下與 f(x)的差距,所以滿足 |fn(x)−f(x)| < ε這

個不等式的機制 N 不僅和 ε有關, 也和位置 x有關, 於是逐點收斂的定義當中, 特別用 N = N(ε, x)

強調這個自然數的存在是依賴於 ε 與 x。 而均勻收斂要呈現的是: 給了 ε > 0 之後, 目標也是在研究

fn(x) 與 f(x) 的差距, 但此時希望能夠找到一體適用的 N , 所謂一體適用, 指的是這個 N 一旦選定

之後, 它適用於所有的 x ∈ I 與所有的 n ≥ N 都滿足 |fn(x)− f(x)| < ε。

想必各位曾在體育課或競賽中比過百米賽跑, 比賽前大家在起跑線的地方就定位, 當哨音響起所

有人奮力向前衝到目的地。 我小時候是個體育白痴, 體育老師介紹了很多跑步的要領, 但是我那時候

要嘛聽不懂又或者學不會, 所以不管怎麼跑都跑不快, 印象中那次的比賽我是六個人當中最後一個跑

到終點。 這場百米賽跑, 每個人都依自己的能力向前跑, 這就像逐點收斂的情況一樣, 所有人都會到終

點, 只是體育細胞很好的人一下就衝到終點; 但是我跑不快, 需要花比較多的時間才能抵達終點。
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那什麼樣的情況可類比於均勻收斂的百米賽跑呢? 這個百米賽跑是一個 「六人七腳」 的比賽, 當

六個人排成一列時, 相鄰兩人的左、右腳必須綁起來之後再開始跑, 這時你就會發現到: 這樣的百米賽

跑就不能自顧自地跑, 這六個人彼此受到牽制, 若你自己一人跑太快整隊就會跌倒, 反之你若跑得太慢

也無法順利前行。 而這六個人必須擬定作戰計畫, 可能需要推派一人當領隊, 然後在比賽的時候喊出

指令約定每個人的出腳順序; 除此以外, 還要顧慮到每個人的步伐大小, 每次跨步的差異也不能太大,

在這樣的情況下才有可能全隊順利到達目的地。 而在六人七腳的百米賽跑下, 所有人到達終點會有一

致性。

現在回到數學層面, 我們以實例討論何謂均勻收斂。

例 7. 試論函數列 {fn(x)}∞n=1, 其中 fn(x) =
x

1+n2x2 在 I = R 上是否均勻收斂。

解. 首先觀察 f(x)
定義
== lim

n→∞
fn(x) 的結果:

• 若 x = 0, 則 fn(0) = 0, 所以 lim
n→∞

fn(0) = lim
n→∞

0 = 0。

• 若 x 6= 0, 因為

0 ≤
∣

∣

∣

∣

x

1 + n2x2

∣

∣

∣

∣

=
|x|

1 + n2x2
≤ |x|

n2|x|2 =
1

n2|x|

而 lim
n→∞

1
n2|x| = 0, 由夾擠定理 (Squeeze Theorem) 得知 lim

n→∞

x
1+n2x2 = 0。

• 由上述討論得知 lim
n→∞

fn(x) ≡ 0; 也就是說, {fn(x)}∞n=1 在 R 上逐點收斂到 f(x) = 0。

以下要探討這個函數列是否均勻收斂。 在 x = 0 的地方, 因為 fn(0) = f(0) = 0, 所以這一點對

所有 n ∈ N 都滿足 |fn(0) − f(0)| < ε 這個不等式。 至於 x 6= 0 處, 利用算幾不等式 (Arithmeti-

Geometri Mean Inequality) 可得以下估計:

|fn(x)− f(x)| =
∣

∣

∣

∣

x

1 + n2x2
− 0

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

x

1 + n2x2

∣

∣

∣

∣

=
|x|

1 + n2x2
≤ |x|

2
√
1 · n2x2

=
|x|

2n|x| =
1

2n
,

所以對任意 ε > 0, 取 N = [[ 12ε ]]+1, 則對所有 x ∈ R−{0}以及所有 n ≥ N ,都有 |fn(x)− f(x)| <
1
2n < ε。 將上述兩結果整合得到 {fn(x)}∞n=1 在 R 上均勻收斂至 f(x) = 0。

至於什麼樣的函數列 {fn(x)}∞n=1 逐點收斂到 f(x) 但不是均勻收斂到 f(x) 呢? 這裡我們將它

對應到的數學語句寫出來: 若函數列 {fn(x)}∞n=1 不是均勻收斂到 f(x), 那麼就是說

「對任意 ε > 0, 存在 N ∈ N 使得對所有 x ∈ I 以及 n ≥ N 都有 |fn(x)− f(x)| < ε。」 不成立

⇔ 「存在 ε0 > 0, 對任意 N ∈ N, 存在 x0 ∈ I 以及 n0 ≥ N 使得 |fn0
(x0)− f(x0)| ≥ ε0。」 成立。

這裡注意到: 我們寫出上面的語句時, 函數 f(x) 是來自於固定 x ∈ I 之下 lim
n→∞

fn(x) = f(x), 所以

如果從跑步的概念去想像這個概念時, 則是說: 每個人終究會與終點線愈來愈近, 但是這種靠近的概

念無法用一個 N 一次去說明這個現象, 它會因人而異, 每個階段總是可以看到有人會有脫隊或脫序的

情況。
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例 8. 試論函數列 {fn(x)}∞n=1, 其中 fn(x) =
2nx

1+n2x2 在 I = [0, 1] 上是否均勻收斂。

解. 首先算出逐點收斂的函數:

f(x)
定義
== lim

n→∞
fn(x) = lim

n→∞

2nx

1 + n2x2
= lim

n→∞

2x
n

1
n2 + x2

=
lim
n→∞

2x
n

lim
n→∞

1
n2 + lim

n→∞
x2

=
0

0 + x2
= 0。

以下討論均勻收斂的可能性。 對任何 n ∈ N, 計算

d

dx
(fn(x)− f(x)) = f ′

n(x) =
(1 + n2x2)2n − 2nx · 2n2x

(1 + n2x2)2
=

2n(1− n2x2)

(1 + n2x2)2
,

解 (fn(x)− f(x))′ = 0 得到 x = 1
n
∈ [0, 1], 所以 fn(x) − f(x) 在區間 I = [0, 1] 上有一個臨界點

x = 1
n
。 因為 fn(0) − f(0) = 0, fn(

1
n
) − f( 1

n
) = 1, fn(1) − f(1) = 2n

1+n2 = 1 − (n−1)2

1+n2 < 1, 所以

fn(x)− f(x) 在 x = 1
n
處有最大值 1。

取 ε0 =
1
2 > 0, 對任何 N ∈ N, 取 x0 =

1
N
與 n0 = N , 那麼 |fn0

(x0)− f(x0)| = 1 ≥ 1
2 , 所以

函數列 {fn(x) = 2nx
1+n2x2 }∞n=1 在 I = [0, 1] 上並非均勻收斂到 f(x)。

給定一個函數列, 要如何判定它是否均勻收斂呢? 以下給出第一個充分必要條件。

定理 9. 假設函數列 {fn : I → R}∞n=1 在區間 I 上逐點收斂至 f(x), 記

‖fn − f‖∞ 定義
== sup

x∈I
|fn(x)− f(x)|,

則函數列 {fn(x)}∞n=1 在區間 I 上均勻收斂至 f(x) 的充分必要條件是

lim
n→∞

‖fn − f‖∞ = 0, 即 lim
n→∞

sup
x∈I

|fn(x)− f(x)| = 0。

證明: (⇒) 因為函數列 {fn(x)}∞n=1 在區間 I 上均勻收斂至 f(x), 則對任意 ε > 0, 存在 N = N(ε)

使得對所有 x ∈ I 以及 n ≥ N 都有 |fn(x) − f(x)| < ε
2 , 所以對所有 n ≥ N 都有 ‖fn − f‖∞ ≤

ε
2 < ε, 因此 lim

n→∞
‖fn − f‖∞ = lim

n→∞
sup
x∈I

|fn(x)− f(x)| = 0。

(⇐) 由 lim
n→∞

‖fn − f‖∞ = 0 的定義知: 對任意 ε > 0, 存在 N = N(ε) 使得對所有 n ≥ N 都有

‖fn − f‖∞ = sup
x∈I

|fn(x)− f(x)| < ε, 由上確界的定義知道對所有 x ∈ I 都有 |fn(x)− f(x)| < ε,

所以 {fn(x)}∞n=1 在 I 上均勻收斂至 f(x)。

當我們仔細觀察 lim
n→∞

‖fn − f‖∞ = 0 這個條件, 在尚未取極限之前, ‖fn − f‖∞ 想要說明的是:

在固定了 n 之下 fn(x) 和 f(x) 之間差距的上確界(若 fn(x) 與 f(x) 都是連續的話, 則上確界可理

解成最大值); 也就是說, 它是在尋找哪一個地方離終點線最遠, 而最遠的距離又是多少, 只要對它有

所約束, 那麼整體就有一個控制。 若用百米賽跑的比喻去想它, 則是在觀察那位跑得最慢的人, 當你研

究跑得最慢的人靠近終點的程度, 因為其他人離終點更近, 所以這就是一個對於所有跑百米賽跑的人

抵達終點的現象有一個整體的描述。

而這個檢驗法的特色在於它把均勻收斂當中對所有 x ∈ I 以及對所有 n ≥ N 這種雙重約束條件

轉換成先對 x ∈ I 討論, 再看 n → ∞ 的結果。 但它的缺點在於: 這個判別法與均勻收斂的定義一樣,

你必須先知道逐點收斂的函數 f(x) 是什麼, 才有辦法對此檢驗。 有的時候(到下一節討論函數項級數

時) 可能無法將收斂函數的明確表達式寫出, 那麼這個等價敘述在實作層面就難以派上用場。
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現舉例說明用均勻收斂之充要條件來驗證函數列的均勻收斂性。

例 10. 試論函數列 {fn(x)}∞n=1, 其中 fn(x) =
1

nx+1 在 I = (0, 1) 上是否均勻收斂。

解. 首先計算對所有 x ∈ (0, 1),

f(x)
定義
== lim

n→∞
fn(x) = lim

n→∞

1

nx+ 1
= 0,

所以函數列 {fn(x)}∞n=1 在 I = (0, 1) 上逐點收斂至 f(x) ≡ 0。

再討論固定 n ∈ N, 計算

‖fn − f‖∞ = sup
x∈(0,1)

∣

∣

∣

∣

1

nx+ 1

∣

∣

∣

∣

= sup
x∈(0,1)

1

nx+ 1
= 1,

最後一個等式成立是因為

• 對所有 x ∈ (0, 1), 1
nx+1 < 1, 所以 1 是一個上界。

• 對任意 M ∈ R,M < 1, 記 M = 1
q
其中 q ∈ R, q > 1, 取 x = q−1

2n , 則

1

nx+ 1
=

1

n · q−1
2n + 1

=
1

q−1
2 + 1

=
1

q+1
2

=
2

q + 1
>

2

q + q
=

1

q
= M,

所以 M 不再是上界。

因為 lim
n→∞

‖fn − f‖∞ = 1 6= 0, 所以 {fn(x)}∞n=1 在 (0, 1) 上不均勻收斂。

這裡我們比較一下 例 8 與 例 10, 實際上兩者的討論過程都是用到 定理 9 的概念。 而這裡應

指出的是: 例 8 是在有界閉區間 I = [0, 1] 上討論函數列 {fn(x)}∞n=1 的均勻收斂性, 因為對所有

n ∈ N, fn(x) 以及 f(x) 在區間 I = [0, 1] 上都是連續函數, 所以

‖fn − f‖∞ = sup
x∈I

|fn(x)− f(x)| = max
x∈I

|fn(x)− f(x)|;

也就是說, 我們利用了第 4 章介紹過的有界閉區間上的連續函數的極值定理, 先確定 |fn(x) − f(x)|
在 [0, 1] 的上確界與最大值一致, 然後再用微積分學過的尋求最大值的方法找到極值。

但是 例 10 是在開區間 I = (0, 1) 上討論函數列 {fn(x)}∞n=1 的均勻收斂性, 區間並非有界閉區

間, 所以無法使用極值定理的方式處理,甚至上述的討論中得到 ‖fn−f‖∞ = sup
x∈I

|fn(x)−f(x)| = 1

這個上確界是存在的, 但是它不會是函數 |fn(x)− f(x)| 在某一點的最大值, 所以關於 例 10 是透過

上確界的定義進行論述。

由上面的討論, 我們知道: 雖然 定理 9 提供了一個均勻收斂的充分必要條件, 但是在執行上也

可能還是有難點; 也就是說, 這個判別法必須先明確知道逐點收斂的函數才能繼續判斷函數列是否均

勻收斂。 現在的問題是: 我們有沒有辦在不知道收斂的函數之下就可以判讀函數列是否均勻收斂呢?

如果各位在之前的章節對極限的概念有些了解的話, 應該就能聯想到柯西收斂準則會是一個方法, 所

以在現在的情況下, 是不是可以寫出函數列均勻收斂的柯西收斂準則呢? 以下定理就是要說明這個結

果。
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定理 11 (均勻柯西收斂準則, Uniform Cauhy Convergene Criterion). 定義在在區間 I 上的函

數列 {fn : I → R}∞n=1 均勻收斂之等價敘述為:

對任意 ε > 0 存在 N = N(ε) ∈ N 使得對所有 x ∈ I 以及對所有 m > n ≥ N 都有

|fm(x)− fn(x)| < ε。

證明: (⇒) 假設 {fn(x)}∞n=1 均勻收斂至 f(x), 則對任意 ε > 0, 存在 N = N(ε) 使得對所有

m > n ≥ N , 都有

|fm(x)− f(x)| < ε

2
以及 |fn(x)− f(x)| < ε

2
,

於是

|fm(x)− fn(x)| ≤ |fm(x)− f(x)|+ |f(x)− fn(x)| <
ε

2
+

ε

2
= ε。

(⇐) 已知對任意 ε > 0, 存在 N = N(ε) 使得對所有 x ∈ I 以及所有 m > n ≥ N 都有 |fm(x) −
fn(x)| < ε

2 , 則對所有 x ∈ I, {fn(x)}∞n=1 是一個柯西數列, 所以由實數的完備性得知: lim
n→∞

fn(x) =

f(x) 存在。 至此說明了函數列 {fn(x)}∞n=1 逐點收斂至函數 f(x)。

現在要證明 {fn(x)}∞n=1 均勻收斂到 f(x)。 給定 ε > 0, 從上段的討論已經確定了 N = N(ε),

現考慮 n ≥ N , 對於 x ∈ I, 找 N1 ∈ N 且 N1 > N 使得當 m ≥ N1 時, |fm(x)− f(x)| < ε
2。 所以

|fn(x)− f(x)| = |fn(x)− fm(x) + fm(x)− f(x)|

≤ |fn(x)− fm(x)|+ |fm(x)− f(x)| < ε

2
+

ε

2
= ε,

注意到上述討論的 N1 = N1(ε, x) 和 x 有關, 但是原先選定好的 N = N(ε) 這個量是與 x 無關的,

所以函數列 {fn(x)}∞n=1 在區間 I 上均勻收斂。

這個等價敘述和以往柯西收斂準則的原理一樣, 我們不需要知道極限函數 f(x) 是什麼, 直接從函

數列 {fn(x)}∞n=1 之間的關係就可以確定函數列是否均勻收斂, 但是要驗證 |fm(x) − fn(x)| < ε 這

個不等式的時候, 多了一個 m 的任意性需要控制, 所以必須更加仔細思量如何估計才能讓不等式成

立。

例 12. 試論函數列 {fn(x)}∞n=1, 其中 fn(x) =
n+x2

nx
在 I = (0, 1) 上是否均勻收斂。

解. 對任意 ε > 0, 取 N = [[1
ε
]] + 1, 則對所有 m > n ≥ N , 都有

|fm(x)− fn(x)| =
∣

∣

∣

∣

m+ x2

mx
− n+ x2

nx

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1

x
+

x

m
−
(

1

x
+

x

n

)∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

x

m
− x

n

∣

∣

∣

=

(

1

n
− 1

m

)

x <
1

n
− 1

m
<

1

n
< ε,

因此函數列 {fn(x)}∞n=1 在 I = (0, 1) 上均勻收斂。

為了要達到均勻柯西收斂準則的條件, 在進行估計 |fm(x)−fn(x)|的時候,必須想辦法用一個和 x

無關的量估計, 而且 m 也要換成只和 n 相關的量控制, 像上面的例子得到的是 |fm(x)−fn(x)| < 1
n
,

如此一來才有辦法證明均勻收斂。
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9.2 均勻收斂的性質

這一節的主要目的是要逐一回答函數列的一些性質(例如連續性、可積性、可微性等) 如何經由均勻收

斂的特性之下將這些性質過渡到取極限之後的函數。

定理 1. 若函數列 {fn : I → R}∞n=1 對於所有 n ∈ N, fn(x) 在 x = x0 ∈ I 處連續, 而且

{fn(x)}∞n=1 在 I 上均勻收斂至 f(x), 則 f(x) 在 x = x0 連續。

證明: 對任意 ε > 0, 因為 fn(x) 在區間 I 上均勻收斂至 f(x), 所以存在 N = N(ε) ∈ N 使得對

所有 x ∈ I 以及所有 n ≥ N 都有 |fn(x) − f(x)| < ε
3 。 因為 fN (x) 在 x = x0 處連續, 所以存在

δ > 0 使得對所有 x ∈ I, |x− x0| < δ 都有 |fN (x)− fN (x0)| < ε
3 , 於是對所有 x ∈ I, |x− x0| < δ

都有

|f(x)− f(x0)| ≤ |f(x)− fN(x)| + |fN (x)− fN (x0)|+ |fN (x0)− f(x0)|

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε,

因此 f(x) 在 x = x0 處連續。

關於 定理 1, 這裡再對它進行另一個面向的解釋。 我們知道: 函數 f(x) 在 x = x0 處連續表示

lim
x→x0

f(x) = f(x0), 所以我們把定理的結論寫下數學式, 則為

lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x),

於是這個定理是在描述兩個極限交換的可行性。 兩個與極限或無窮有關的操作之交換性其實是數學分

析研究的主要課題, 又或者說, 數學分析主要是在探討將 「極限」 這個概念放進數學主體的時候, 所有

數學的結構必須重新建立, 這當中的一個環節就像現在欲研究的問題: 在什麼情況下兩個極限的操作

順序互換下等式成立。

定理 2. 若函數列 {fn : I = [a, b] → R}∞n=1 對所有 n ∈ N, fn(x) 在 I = [a, b] 上是可積分的, 而

且 {fn(x)}∞n=1 在 I = [a, b] 上均勻收斂至 f(x), 則 f(x) 在 I = [a, b] 上也是可積分的, 並且對所

有 x ∈ I = [a, b] 都有

lim
n→∞

∫ x

a

fn(t) dt =

∫ x

a

(

lim
n→∞

fn(t)
)

dt =

∫ x

a

f(t) dt。

證明: 對任意 ε > 0, 因為 fn(x) 在區間 I 上均勻收斂至 f(x), 所以存在 N = N(ε) ∈ N 使得對所

有 x ∈ I 與所有 n ≥ N 都有 |fn(x)− f(x)| < ε
3(b−a) , 由此得到

fn(x)−
ε

3(b− a)
< f(x) < fn(x) +

ε

3(b− a)
,

因為 fN(x) 在 I = [a, b] 上是可積分的, 由黎曼可積的第三充分必要條件得知: 存在分割 P : a =

x0 < x1 < · · · < xm = b 使得
m
∑

i=1
ωi
fN

∆xi <
ε
3 , 其中

ωi
fN

= sup
[xi−1,xi]

fN(x)− inf
[xi−1,xi]

fN (x) 以及 ∆xi = xi − xi−1,
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由於

sup
[xi−1,xi]

fN (x)− ε

3(b− a)
≤ sup

[xi−1,xi]
f(x) ≤ sup

[xi−1,xi]
fN (x) +

ε

3(b− a)

inf
[xi−1,xi]

fN (x)− ε

3(b− a)
≤ inf

[xi−1,xi]
f(x) ≤ inf

[xi−1,xi]
fN (x) +

ε

3(b− a)
,

所以對所有 i = 1, 2, . . . ,m 都有 ωi
f ≤ ωi

fN
+ 2 · ε

3(b−a) , 因此

m
∑

i=1

ωi
f∆xi <

m
∑

i=1

(

ωi
fN

+ 2 · ε

3(b− a)

)

∆xi =

m
∑

i=1

ωi
fN

∆xi +

m
∑

i=1

2 · ε

3(b− a)
∆xi

<
1

3
ε+

2

3
ε = ε,

故 f(x) 在 I = [a, b] 上是可積分的。 此外, 對所有 x ∈ [a, b], 我們計算

∣

∣

∣

∣

∫ x

a

fn(t) dt−
∫ x

a

f(t) dt

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫ x

a

(fn(t)− f(t)) dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ x

a

|fn(t)− f(t)| dt ≤ ε(x− a)

3(b− a)
< ε,

所以

lim
n→∞

∫ x

a

fn(t) dt =

∫ x

a

f(t) dt =

∫ x

a

(

lim
n→∞

fn(t)
)

dt。

這個定理是在說明: 當函數列具有均勻收斂的性質時, 可積分的性質可經由極限過渡至極限函數,

而且定積分的值也可以透過均勻收斂的特性下過渡至取極限後的函數之定積分。 此外, 由代數操作的

觀點來看, 定理最後的結論是告知: 在均勻收斂的情況下, 極限與積分的操作先後順序可以交換。

最後, 我們要回答函數列的均勻收斂性質和求導之間的關係。

定理 3. 若函數列 {fn : I = [a, b] → R}∞n=1 對所有 n ∈ N 導函數皆連續, 而 {fn(x)}∞n=1 在

I = [a, b] 上逐點收斂到 f(x), {f ′
n(x)}∞n=1 在 I = [a, b] 上均勻收斂到 g(x), 則

g(x) = lim
n→∞

(

d

dx
fn(x)

)

=
d

dx

(

lim
n→∞

fn(x)
)

= f ′(x),

而且 {fn(x)}∞n=1 在 I = [a, b] 上均勻收斂到 f(x)。

證明: 因為 {f ′
n(x)}∞n=1 在 I = [a, b] 上均勻收斂至 g(x), 而且對所有 n ∈ N, f ′

n(x) 在 I = [a, b]

上連續, 由 定理 1 得知 g(x) 連續, 又由 定理 2 知道

G(x) =

∫ x

a

g(t) dt =

∫ x

a

(

lim
n→∞

f ′
n(t)

)

dt = lim
n→∞

∫ x

a

f ′
n(t) dt = lim

n→∞
(fn(x)− fn(a))

= f(x)− f(a),

因為 g(x) 在 [a, b] 上連續, 所以由微積分基本定理 (Fundamental Theorem of Calulus)得知 G(x)

在 I = [a, b] 上是可微分的, 而且 G′(x) = g(x) = f ′(x)。
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以下要證明 {fn(x)}∞n=1 在 I = [a, b] 上均勻收斂到 f(x)。 給定任意 ε > 0, 因為 {fn(a)}∞n=1

收斂到 f(a), 所以存在 N1 ∈ N 使得對所有 n ≥ N1 都有 |fn(a) − f(a)| < ε
2 , 又 {f ′

n(x)}∞n=1

在 I = [a, b] 上均勻收斂到 f ′(x), 所以存在 N2 ∈ N 使得對所有 x ∈ I 以及 n ≥ N2 都有

|f ′
n(x) − f ′(x)| < ε

2(b−a) 。 現取 N = max(N1, N2), 則對所有 x ∈ I 以及 n ≥ N , 因為 fn(x) =

fn(a) +
∫ x

a
f ′
n(t) dt, 所以

|fn(x)− f(x)| =
∣

∣

∣

∣

fn(a) +

∫ x

a

f ′
n(t) dt−

(

f(a) +

∫ x

a

f ′(t) dt

)∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

(fn(a)− f(a)) +

∫ x

a

(f ′
n(t)− f ′(t)) dt

∣

∣

∣

∣

≤ |fn(a)− f(a)|+
∫ x

a

|f ′
n(t)− f ′(t)|dt < ε

2
+

ε(x− a)

2(b− a)
≤ ε

2
+

ε

2
= ε。

因此 {fn(x)}∞n=1 在 I = [a, b] 上均勻收斂到 f(x)。

這個定理欲說明在函數列具有均勻收斂的性質下, 極限與求導兩個操作順序可以交換。

證明完這三個定理之後, 各位可以發現均勻收斂的重要性, 函數列必須要有均勻收斂的性質時, 原

本函數列所具有的連續性、可積分性或是可微分性才能經由取極限之下過渡到極限函數。

9.3 函數項級數

前兩節介紹的是函數列 {fn : I → R}∞n=1 與均勻收斂之間的關係, 現在要考慮更複雜的情況, 也

就是探討 函數項級數 (series of funtions)

∞
∑

n=1
fn(x)。 這裡應先解釋符號的意義: 對每個 x0 ∈ I,

∞
∑

n=1
fn(x0) 是一個無窮級數, 我們可從第 8 章無窮級數理論先行驗證無窮級數的收斂性。 若將無窮級

數收斂的點收集起來, 便形成函數項級數
∞
∑

n=1
fn(x) 的定義域, 這個函數項級數的定義域會是區間 I

的一個子集合, 不過這裡不妨假設函數項級數對所有區間 I 上的點都收斂, 然後繼續研究之後的問題。

從級數的理論知道, 函數項級數的本質是在觀察函數項級數的部份和函數列之收斂性, 現將函數

項級數的部份和記為 sn(x) =
n
∑

k=1

fk(x)。 這一節的目的是想要將前兩節有關函數列的理論套用到函

數項級數的部份和函數列 {sn(x)}∞n=1。 以下便將所有設定進行改寫。

定義 1. 給定函數列 {fn : I → R}∞n=1, 記 sn(x) =
n
∑

k=1

fk(x),

(A) 若對所有 x ∈ I, 極限 lim
n→∞

sn(x) = s(x) 存在, 稱函數項級數
∞
∑

n=1
fn(x) 在 I 上 逐點收斂

(pointwise onvergent) 到 s(x)。

(B) 若 {sn(x)}∞n=1 均勻收斂到 s(x), 稱級數
∞
∑

n=1
fn(x) 在 I 上 均勻收斂 (uniformly onvergent)

到 s(x)。

同樣地, 我們首先要問的問題是: 給了一個函數項級數, 該如何判斷它只是一般的逐點收斂還是說

它具有更好的均勻收斂之性質? 基於對函數列均勻收斂的認識, 我們可以先得到一個函數項級數均勻

收斂的判別法。
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定理 2 (均勻柯西收斂準則, Uniform Cauhy Convergene Criterion). 函數項級數
∞
∑

n=1
fn(x) 在

區間 I 上均勻收斂的充分必要條件是:

對任意 ε > 0, 存在 N = N(ε) ∈ N 使得對所有 x ∈ I 以及所有 m > n ≥ N 都有

|sm(x)− sn(x)| =
∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=n+1

fk(x)

∣

∣

∣

∣

∣

< ε。

證明: (⇒)記函數項級數
∞
∑

n=1
fn(x)的部份和為 sn =

n
∑

k=1

fk(x)。 假設 {sn(x)}∞n=1 均勻收斂至 s(x),

則對任意 ε > 0, 存在 N = N(ε) 使得對所有 m > n ≥ N(ε), 都有

|sm(x)− s(x)| < ε

2
以及 |sn(x)− s(x)| < ε

2
,

於是

|sm(x)− sn(x)| ≤ |sm(x)− s(x)|+ |s(x)− sn(x)| <
ε

2
+

ε

2
= ε。

(⇐)已知對任意 ε > 0,存在N = N(ε)使得對所有 x ∈ I 以及m > n ≥ N 都有 |sm(x)−sn(x)| <
ε
2 。 對所有 x ∈ I, 則 {sn(x)}∞n=1 是一個柯西數列, 所以由實數的完備性得知: lim

n→∞
sn(x) = s(x) 存

在。 至此說明了部份和 {sn(x)}∞n=1 逐點收斂至函數 s(x)。

現在要證明 {sn(x)}∞n=1 均勻收斂到 s(x)。 給定 ε > 0, 從上段的討論已經確定了 N = N(ε), 現

考慮 n ≥ N , 對於 x ∈ I, 找 N1 ∈ N 且 N1 > N 使得當 m ≥ N1 時, |sm(x)− s(x)| < ε
2。 所以

|sn(x)− s(x)| = |sn(x)− sm(x) + sm(x)− s(x)|

≤ |sn(x)− sm(x)|+ |sm(x)− s(x)| < ε

2
+

ε

2
= ε,

因此部份和 {sn(x)}∞n=1 在區間 I 上均勻收斂; 換言之,

∞
∑

n=1
fn(x) 在區間 I 上均勻收斂。

由均勻柯西收斂準則繼續延伸, 那麼可以得到一個實用性更高的級數均勻收斂判別法。

定理 3 (魏爾斯特拉斯 M -判別法, Weierstrass M -Test). 考慮函數項級數
∞
∑

n=1
fn(x), 假設存在一

個無窮數列 {Mn}∞n=1 使得對所有 x ∈ I 與 n ∈ N 都有 |fn(x)| ≤ Mn。 如果級數
∞
∑

n=1
Mn 收斂, 則

∞
∑

n=1
fn(x) 在區間 I 上均勻收斂。

證明: 因為
∞
∑

n=1
Mn 收斂, 對任意 ε > 0, 由柯西收斂準則 (Cauhy Convergene Criterion) 得知:

存在 N ∈ N 使得對任何 m > n ≥ N 都有
m
∑

k=n+1

Mk < ε, 於是對所有 x ∈ I, 都有

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=n+1

fk(x)

∣

∣

∣

∣

∣

≤
m
∑

k=n+1

|fk(x)| ≤
m
∑

k=n+1

Mk < ε,

因此
∞
∑

n=1
fn(x) 在區間 I 上均勻收斂。
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這裡我們觀察並說明魏爾斯特拉斯 M -判別法的特色還有實用性: 原本要處理的是與 n 和 x 都

有關的函數項級數有沒有均勻收斂的性質, 假如對每一個函數 fn(x) 都可以用一個數字 Mn 控制, 這

個控制量是只與 n 有關的數, 那麼我們對於這個數列而形成的無窮級數探討其收斂性, 只要無窮級數

收斂, 那麼函數項級數是均勻收斂的。

也因為這樣的緣故, 在第 8 章介紹那麼多級數收斂判別法的用意也就在於它是判斷函數項級數均

勻收斂的一個很好的應用。

例 4. 試就 p 值, 其中 p > 0, 討論函數項級數
∞
∑

n=1
xpe−nx 在 I = (0,∞) 上是否均勻收斂。

解. 令 fn(x) = xpe−nx
, 計算

f ′
n(x) = pxp−1e−nx − nxpe−nx = (p− nx)xp−1e−nx,

解 f ′
n(x) = 0 得到 x = p

n
是函數 fn(x) 在區間 I = (0,∞) 上唯一的臨界點。 因為當 x ∈ (0, p

n
),

f ′
n(x) > 0; 當 x ∈ ( p

n
,∞), f ′

n(x) < 0, 所以函數 fn(x) 在 x = p
n
處達到局部極大值(事實上它是達

到最大值), 又對所有 n ∈ N 都有 fn(x) > 0, 於是對所有 x ∈ (0,∞), 都有

|fn(x)| = fn(x) ≤ fn

( p

n

)

=
( p

n

)p

e−p =
ppe−p

np
。

記 Mn = ppe−p

np 。

(A) 若 p > 1, 因為級數
∞
∑

n=1
Mn =

∞
∑

n=1

ppe−p

np 收斂, 由魏爾斯特拉斯 M -判別法 (Weierstrass M -

test) 得知: 函數項級數
∞
∑

n=1
xpe−nx 在 p > 1 時均勻收斂。

(B) 若 0 < p ≤ 1, 取 ε0 = e−2 > 0, 對任意 N ∈ N, 取 x = 1
N
, n = N,m = 2n = 2N , 則

m
∑

k=n+1

xpe−kx

∣

∣

∣

∣

∣

x= 1

N

=

2N
∑

k=N+1

1

Np
e−

k

N =
1

Np

2N
∑

k=N+1

e−
k

N ≥ 1

Np

2N
∑

k=N+1

e−2

=
1

Np
·N · e−2 = N1−p · e−2 ≥ e−2 = ε0,

所以函數項級數
∞
∑

n=1
xpe−nx 在 0 < p ≤ 1 不是均勻收斂的。

雖然魏爾斯特拉斯 M -判別法是說: 假如控制函數的數列所形成的級數收斂, 那麼函數項級數均

勻收斂; 如果控制函數的數列所對應的級數發散, 則無法下結論。 這是因為你有可能做了一個過於粗

糙的估計。 不過就上面的例子來說, 因為我們把每一個函數的最大值求出並且記為 Mn, 所以它是一

個最佳的控制, 這時就可以根據等級的原理, 因為
∞
∑

n=1
Mn =

∞
∑

n=1

ppe−p

np 在 0 < p ≤ 1 的時候發散, 所

以可以預判函數項級數
∞
∑

n=1
xpe−nx 在 0 < p ≤ 1 不是均勻收斂的, 最後利用精確定義的方式論述。

級數理論中曾經介紹了阿貝爾判別法 (Abel's Test) 與狄立克萊判別法 (Dirihlet's Test), 現將

這兩個判別法稍加修飾, 就可以用來證明函數項級數均勻收斂的性質。
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定理 5 (阿貝爾判別法, Abel's Test). 若有函數列 {fn : I → R}∞n=1 與 {gn : I → R}∞n=1 滿足

(A)

∞
∑

n=1
fn(x) 均勻收斂,

(B) 對所有 x ∈ I, {gn(x)}∞n=1 是單調且均勻有界; 也就是說, 存在 M > 0 使得對所有 x ∈ I 以及

n ∈ N 都滿足 |gn(x)| ≤ M。

則函數項級數
∞
∑

n=1
fn(x)gn(x) 在 I 上均勻收斂。

證明: 因為
∞
∑

n=1
fn(x) 均勻收斂, 對任意 ε > 0, 存在 N = N(ε) ∈ N 使得對所有 x ∈ I 以及所有

m > n ≥ N 都有

|Fm,n+1(x)| 記=
∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=n+1

fk(x)

∣

∣

∣

∣

∣

< ε。

再從阿貝爾變換 (Abel Transformation) 得到

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=n+1

fk(x)gk(x)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

Fm,n+1(x)gm(x) +

m−1
∑

k=n+1

Fk,n+1(x)(gk(x)− gk+1(x))

∣

∣

∣

∣

∣

≤ |Fm,n+1(x)||gm(x)|+
m−1
∑

k=n+1

|Fk,n+1(x)||gk(x)− gk+1(x)|

≤ ε(|gm(x)|+ |gn+1(x)|+ |gm(x)|) ≤ 3Mε,

所以由均勻柯西收斂準則 (Uniform Cauhy Convergene Criterion) 得知
∞
∑

n=1
fn(x)gn(x) 在 I 上

均勻收斂。

定理 6 (狄立克萊判別法, Dirihlet's Test). 若有函數列 {fn : I → R}∞n=1 與 {gn : I → R}∞n=1 滿

足

(A) 存在 M > 0 使得對所有 n ∈ N 以及 x ∈ I 都有

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

fk(x)

∣

∣

∣

∣

≤ M ,

(B) 對所有 x ∈ I, {gn(x)}∞n=1 單調, 並且 {gn(x)}∞n=1 均勻收斂至 g(x) = 0;

則
∞
∑

n=1
fn(x)gn(x) 在 I 上均勻收斂。

證明: 因為 {gn(x)}∞n=1 均勻收斂至 g(x) = 0, 對任意 ε > 0, 存在 N = N(ε) ∈ N 使得對所有

x ∈ I 與 n ≥ N 都有 |gn(x)| < ε。 此外, 對所有 m > n ≥ N , 都有

|Fm,n+1(x)| 記=
∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=n+1

fk(x)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=1

fk(x)−
n
∑

k=1

fk(x)

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=1

fk(x)

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

fk(x)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2M,
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由阿貝爾變換 (Abel Transformation) 得到

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=n+1

fk(x)gk(x)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

Fm,n+1(x)gm(x) +

m−1
∑

k=n+1

Fk,n+1(x)(gk(x)− gk+1(x))

∣

∣

∣

∣

∣

≤ |Fm,n+1(x)||gm(x)| +
m−1
∑

k=n+1

|Fk,n+1(x)||gk(x)− gk+1(x)|

≤ 2M(|gm(x)|+ |gn+1(x)|+ |gm(x)|) < 6Mε,

故由均勻柯西收斂準則 (Uniform Cauhy Convergene Criterion) 知
∞
∑

n=1
fn(x)gn(x) 在 I 上均勻

收斂。

例 7. 試證以下兩個結果:

(A) 假設 {an}∞n=1 單調收斂至 0, 則
∞
∑

n=1
an cosnx 在 (0, 2π) 內部的任何一個閉區間上均勻收斂。

(B) 假設 {bn}∞n=1 單調收斂至 0, 則
∞
∑

n=1
bn sinnx 在 (0, 2π) 內部的任何一個閉區間上均勻收斂。

解.

(A) 關於數列 {an}∞n=1, 也可以視為是常數函數列, 它單調收斂至 0, 對任意 0 < δ < π, 當 x ∈
[δ, 2π − δ] 時,

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

cos kx

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣sin
((

n+ 1
2

)

x
)

− sin x
2

∣

∣

2
∣

∣sin x
2

∣

∣

≤ 1

sin δ
2

,

由狄立克萊判別法 (Dirihlet's Test) 得知
∞
∑

n=1
an cosnx 在區間 [δ, 2π − δ] 上均勻收斂。

(B) 關於數列 {bn}∞n=1, 也可以視為是常數函數列, 它單調收斂至 0, 對任意 0 < δ < π, 當 x ∈
[δ, 2π − δ] 時,

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

sin kx

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣cos
((

n+ 1
2

)

x
)

− cos x
2

∣

∣

2
∣

∣sin x
2

∣

∣

≤ 1

sin δ
2

,

由狄立克萊判別法 (Dirihlet's Test) 得知
∞
∑

n=1
bn sinnx 在區間 [δ, 2π − δ] 上均勻收斂。

我們在單元 8.3曾經簡單地說明傅立葉級數 (Fourier Series)的精神, 傅立葉級數理論是希望將函

數 f(x) 重新表示成三角函數的級數和之形式。 而上述的討論告知: 若三角級數的係數遞減趨近於零,

則函數在遠離 2mπ,m ∈ Z 這些點的閉區間上均勻收斂, 於是我們可以對於函數在遠離 2mπ,m ∈ Z

的地方, 可利用三角函數重新認識一般的函數。

至於我們可以從均勻收斂的過程中認識到什麼東西? 現將上一節討論的均勻收斂之性質套用到函

數項級數的部份和, 則得到以下三個重要的定理, 這三個定理是很一般的結果, 當然也適用於上面討論

的傅立葉級數的情況。
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定理 8. 給定函數列 {fn : I → R}∞n=1, 若對所有 n ∈ N, fn(x) 在 x = x0 處皆連續, 而且
∞
∑

n=1
fn(x)

在 I 上均勻收斂至 s(x), 則 s(x) 在 x = x0 處連續。

證明: 記函數項級數
∞
∑

n=1
fn(x) 的部份和為 sn(x) =

n
∑

k=1

fk(x)。 對任意 ε > 0, 因為 sn(x) 在區間 I

上均勻收斂至 s(x),所以存在 N = N(ε) ∈ N 使得對所有 x ∈ I 與 n ≥ N 都有 |sn(x)−s(x)| < ε
3。

因為對於 k = 1, 2, . . . , N , 函數 fk(x) 在 x = x0 處連續, 所以 sN (x) =
N
∑

k=1

fk(x) 在 x = x0 處連

續, 所以存在 δ > 0 使得對所有 x ∈ I, |x− x0| < δ 都有 |sN (x)− sN (x0)| < ε
3 , 這麼一來, 對所有

x ∈ I, |x− x0| < δ 都有

|s(x)− s(x0)| ≤ |s(x)− sN (x)|+ |sN (x)− sN(x0)|+ |sN (x0)− s(x0)| ≤
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε,

因此 s(x) =
∞
∑

n=1
fn(x) 在 x = x0 處連續。

定理 9 (逐項積分定理, Term-by-Term Integration). 給定函數列 {fn : I = [a, b] → R}∞n=1, 若對

所有 n ∈ N, fn(x) 在 I = [a, b] 上是可積分的, 而且
∞
∑

n=1
fn(x) 在 I 上均勻收斂至 s(x), 則 s(x)

在 I = [a, b] 上也是可積分的。 此外, 對所有 x ∈ [a, b], 都有

∞
∑

n=1

∫ x

a

fn(t) dt =

∫ x

a

∞
∑

n=1

fn(t) dt =

∫ x

a

s(t) dt。

證明: 記函數項級數
∞
∑

n=1
fn(x) 的部份和為 sn(x) =

n
∑

k=1

fk(x)。 對任意 ε > 0, 因為 sn(x) 在區間 I

上均勻收斂至 s(x), 所以存在 N = N(ε) ∈ N 使得對所有 x ∈ I 與 n ≥ N 都有 |sn(x)− s(x)| <
ε

3(b−a) , 由此得到

sn(x)−
ε

3(b− a)
< s(x) < sn(x) +

ε

3(b− a)
,

因為對於 k = 1, 2, . . . , N , fk(x) 在 I = [a, b] 上是可積分的, 所以 sN(x) =
N
∑

k=1

fk(x) 在 I = [a, b]

上也是可積分的, 於是存在分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xm = b 使得
m
∑

i=1
ωi
sN∆xi <

ε
3 , 所以

m
∑

i=1

ωi
s∆xi <

m
∑

i=1

(

ωi
sN + 2 · ε

3(b− a)

)

∆xi =

m
∑

i=1

ωi
sN∆xi +

m
∑

i=1

2ε

3(b− a)
∆xi <

1

3
ε+

2

3
ε = ε,

所以 s(x) 在 I = [a, b] 上是可積分的。 此外, 對所有 x ∈ [a, b], 我們計算
∣

∣

∣

∣

∫ x

a

sn(t) dt−
∫ x

a

s(t) dt

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫ x

a

(sn(t)− s(t)) dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ x

a

|sn(t)− s(t)| dt ≤ ε(x− a)

3(b− a)
< ε,

因此

∞
∑

n=1

∫ x

a

fn(t) dt = lim
n→∞

n
∑

k=1

∫ x

a

fk(t) dt = lim
n→∞

∫ x

a

n
∑

k=1

fk(t) dt = lim
n→∞

∫ x

a

sn(t) dt

=

∫ x

a

s(t) dt =

∫ x

a

∞
∑

n=1

fn(t) dt。
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定理 10 (逐項求導定理, Term-by-Term Di�erentiation). 給定函數列 {fn : I = [a, b] → R}∞n=1,

若對所有 n ∈ N, fn(x) 具有連續的導函數, 而且
∞
∑

n=1
fn(x) 在 I 上逐點收斂至函數 s(x)。 而

∞
∑

n=1
f ′
n(x) 在 I 上均勻收斂至 u(x), 則

∞
∑

n=1

(

d

dx
fn(x)

)

=
d

dx

(

∞
∑

n=1

fn(x)

)

,

而且
∞
∑

n=1
fn(x) 實際上在區間 I 上均勻收斂至函數 s(x)。

證明: 記部份和 un(x) =
n
∑

k=1

f ′
k(x),因為 un(x)在 I 上均勻收斂至 u(x),而且對所有 k = 1, 2, . . . , n,

f ′
k(x) 在 I = [a, b] 上連續, 所以 u(x) 連續, 由 定理 9 知道:

U(x)
記
=

∫ x

a

u(t) dt =

∫ x

a

lim
n→∞

un(t) dt = lim
n→∞

∫ x

a

un(t) dt = lim
n→∞

∫ x

a

n
∑

k=1

f ′
k(t) dt

= lim
n→∞

n
∑

k=1

∫ x

a

f ′
k(t) dt = lim

n→∞

n
∑

k=1

(fk(x)− fk(a)) = lim
n→∞

(

n
∑

k=1

fk(x)−
n
∑

k=1

fk(a)

)

= lim
n→∞

n
∑

k=1

fk(x)− lim
n→∞

n
∑

k=1

fk(a) = s(x)− s(a),

所以由微積分基本定理 (Fundamental Theorem of Calulus) 知: u(x) = U ′(x) = s′(x), 因此

∞
∑

n=1

(

d

dx
fn(x)

)

=
d

dx

(

∞
∑

n=1

fn(x)

)

。

再證
∞
∑

n=1
fn(x) 實際上在區間 I 上均勻收斂至函數 s(x)。 給定 ε > 0, 因為

∞
∑

n=1
fn(a) 收斂至 s(a),

所以存在 N1 ∈ N 使得對所有 n ≥ N1 都有

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

fk(a)− s(a)

∣

∣

∣

∣

< ε
2 , 而

∞
∑

n=1
f ′
n(x) 在 I 上均勻收斂

至 u(x) 告知: 存在 N2 ∈ N 使得對所有 x ∈ I 以及 n ≥ N2 都有

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

f ′
k(x)− u(x)

∣

∣

∣

∣

< ε
2(b−a)。 取

N = max(N1, N2), 則對所有 x ∈ I 以及 n ≥ N , 都有
∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

fk(x)− s(x)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

(

fk(a) +

∫ x

a

f ′
k(t) dt

)

−
(

s(a) +

∫ x

a

s′(t) dt

)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

(

n
∑

k=1

fk(a)− s(a)

)

+

∫ x

a

(

n
∑

k=1

f ′
k(t)− u(t)

)

dt

∣

∣

∣

∣

∣

<
ε

2
+

∫ x

a

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

f ′
k(t)− u(t)

∣

∣

∣

∣

∣

dt =
ε

2
+

∫ x

a

ε

2(b− a)
dt

=
ε

2
+

ε(x− a)

2(b− a)
=

ε

2
+

ε

2
= ε,

所以
∞
∑

n=1
fn(x) 在區間 I 上均勻收斂至函數 s(x)。
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9.4 冪級數

這一節將討論由多項式形成函數列與函數項級數。 給定 x0 ∈ R 以及對於 n = 0, 1, 2, . . ., 假設 cn ∈
R, 形如

∞
∑

n=0

cn(x− x0)
n 定義
== c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)

2 + · · ·+ cn(x− x0)
n + · · · (1)

的函數項級數稱為 以 x0 為中心的冪級數 (power series entered at x0), 它的部份和函數列為

{Pn(x)}∞n=1, 其中 Pn(x) =
n
∑

k=0

ck(x− x0)
k 是次數 (degree) 為 n 的多項式 (polynomial), 所以冪

級數
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n = lim
n→∞

Pn(x) 可以理解為多項式函數列對於次數 n 取極限而成的產物。 正因

為冪級數是一類簡單又特別的函數項級數, 所以冪級數在數學上有一些很好的性質值得探討。

這裡先注意一件事: 在冪級數的表達式中, 不論 x 為何, 我們總是約定 (x − x0)
0 ≡ 1, 於是

c0(x− x0)
0 ≡ c0, 這樣的約定可以將冪級數用一個很精簡的符號像是 (1) 式左邊那樣的表示法。

給了冪級數
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n
, 它又可以看成是一個以 x 為變數的函數, 所以此時不妨將冪級數記

成 f(x)
記
=

∞
∑

n=0
cn(x−x0)

n。 現在我們要了解的是這個函數的定義域為何? 也就是說, 給了 x ∈ R, 必

須指定 f(x) 是一個實數, 如此才符合函數的定義。 而這個函數的概念就等價於探討哪些 x 所形成的

級數
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 是收斂的。 這時, 我們先看 x = x0 這個點, 將它代入冪級數後得到 c0 這個數;

也就是說, lim
n→∞

Pn(x0) = lim
n→∞

c0 = c0。 這件事告知: 冪級數的定義域不是空集合。

至於冪級數的定義域除了 x = x0 以外還有其它的點嗎? 現在我們試著利用比值判別法 (Ratio

Test) 進行了解。 對於 x 6= x0, 我們計算

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

cn+1(x− x0)
n+1

cn(x− x0)n

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

cn+1

cn

∣

∣

∣

∣

· |x− x0| =
(

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

cn+1

cn

∣

∣

∣

∣

)

· |x− x0| 記= L · |x− x0|。

在對上式繼續分析之前, 先做一個註記: 因為 x = x0 一定在冪級數的定義域內, 所以之後若用比值判

別法討論冪級數的定義域時, 我們就自然地假定這些操作總是在 x 6= x0 的情況下討論, 就不再每次

都強調 x 6= x0 使得算式有意義。

由比值判別法 (Ratio Test) 得知:

• 若 L · |x− x0| < 1, 則冪級數
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 絕對收斂。

• 若 L · |x− x0| > 1 或者是 L · |x− x0| = ∞, 則冪級數
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 發散。

現定義冪級數的 收斂半徑 (radius of onvergene) 為

R =















0 若 L = ∞
1
L
若 L ∈ (0,∞)

∞ 若 L = 0,

於是我們得到以下三個結論:
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(A) 若 R = 0, 它等價於 L = ∞; 也就是說, 對所有 x 6= x0 都滿足 L · |x− x0| = ∞; 換言之, 對所

有 x 6= x0, 冪級數
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 都發散, 所以冪級數
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 只有在 x = x0 處收

斂。

這個情形完全不令人感興趣, 因為冪級數只在 x = x0 處收斂, 取值為 c0, 其它地方寫了這麼複

雜的式子但是都沒有意義, 所以沒有什麼好再研究的。

(B) 若 0 < R < ∞, 它等價於 L = 1
R
, 於是冪級數

∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 在 |x− x0| < R 的時候絕對收

斂; 在 |x− x0| > R 的時候發散。 至於冪級數在端點 x = x0 ±R 的收斂或發散必須根據冪級數

的性質各別檢視, 不同的冪級數在端點會有不同的收斂或發散的結果。

這個情形可以說是冪級數的重頭戲, 除了冪級數的一般性質外, 之後還要觀察冪級數在端點的收

斂與否對於函數有哪些影響, 有很多問題需要逐一澄清。

(C) 若 R = ∞, 它等價於 L = 0; 也就是說, 對所有 x 6= x0 都滿足 L · |x − x0| = 0 < 1; 換言之,

對所有 x 6= x0, 冪級數
∞
∑

n=0
cn(x − x0)

n 都收斂。 因為冪級數在 x = x0 處必收斂, 所以冪級數

∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 對所有 x ∈ R 都收斂。

這個情形至少在逐點收斂的意義下是很好的, 因為每一點對應到的級數和都是實數, 至於這類的

冪級數還有什麼更好的性質, 原則上就和 (B) 的情況一併處理。

而冪級數的 收斂區間 (interval of onvergene) 表示冪級數的定義域。 對於上述 (B) 的情況, 收斂

區間可能是 (x0 −R,x0 +R), [x0 −R,x0 +R], (x0 −R,x0 +R], [x0 −R,x0 +R) 四種情況之一。

至於 (C) 的情況, 收斂區間是 (−∞,∞)。

例 1. 試求冪級數
∞
∑

n=1
nnxn 的收斂區間。

解. 令 an = nnxn, 計算

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

(n+ 1)n+1xn+1

nnxn

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

(n+ 1) ·
(

1 +
1

n

)n

· |x|,

因為 lim
n→∞

(

1 + 1
n

)n
= e 而 lim

n→∞
(n+ 1) = ∞, 所以 lim

n→∞

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣
= ∞, 得知冪級數

∞
∑

n=1
nnxn 只有

在 x = 0 處收斂。

例 2. 試求冪級數
∞
∑

n=0

1
n!x

n 的收斂區間。

解. 令 an = 1
n!x

n
, 計算

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

xn+1

(n+ 1)!
· n!
xn

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

1

n+ 1
· |x| = 0,

所以冪級數
∞
∑

n=0

1
n!x

n 的收斂區間是 (−∞,∞)。
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例 3. 試求冪級數
∞
∑

n=1

(2n)!
(n!)2 (x− 1)2n−1 的收斂區間。

解. 令 an = (2n)!
(n!)2 (x− 1)2n−1

, 計算

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

(2(n + 1))!(x − 1)2(n+1)−1

((n + 1)!)2
· (n!)2

(2n)!(x − 1)2n−1

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

(2n+ 2)(2n + 1)

(n + 1)2
· (x− 1)2

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

2(2n + 1)

(n+ 1)
· |x− 1|2

= lim
n→∞

2(2 + 1
n
)

(1 + 1
n
)
· |x− 1|2 = 4|x− 1|2,

若 4|x− 1|2 < 1, 也就是 |x− 1| < 1
2 , 或者說 x ∈ (12 ,

3
2), 冪級數

∞
∑

n=1

(2n)!
(n!)2 (x− 1)2n−1 收斂。 以下

要討論冪級數在端點的收斂性:

(A) 若 x = 3
2 , 則級數為

∞
∑

n=1

(2n)!
(n!)222n−1 , 令 an = (2n)!

(n!)222n−1 , 則

lim
n→∞

n

(∣

∣

∣

∣

an
an+1

∣

∣

∣

∣

− 1

)

= lim
n→∞

n

(

4(n + 1)

2(2n + 1)
− 1

)

= lim
n→∞

n

(

2n+ 2− (2n+ 1)

2n+ 1

)

= lim
n→∞

n

2n + 1
= lim

n→∞

1

2 + 1
n

=
1

2
,

由拉比判別法 (Raabe's Test) 得知: 級數
∞
∑

n=1

(2n)!
(n!)2 (x− 1)2n−1 在 x = 3

2 處發散。

(B) 若 x = 1
2 , 則級數為

∞
∑

n=1

(2n)!
(n!)2

(

−1
2

)2n−1
=

∞
∑

n=1
− (2n)!

(n!)222n−1 , 其收斂或發散的結果與 (A) 相同,

故級數
∞
∑

n=1

(2n)!
(n!)2 (x− 1)2n−1 在 x = 1

2 處發散。

由上述的討論得知: 冪級數
∞
∑

n=1

(2n)!
(n!)2 (x− 1)2n−1 的收斂區間是 (12 ,

3
2)。

這裡我們不妨再從等級 (order) 的原理來看冪級數的收斂範圍。 以下是幾個常見的等級列表:

c ≪ lnn ≪ np(p > 0) ≪ an(a > 1) ≪ n! ≪ nn 當 n → ∞,

關於冪級數
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n
, 它的一般項是由指數 (x− x0)

n 與係數 cn 搭配而成, 因為冪級數一定

帶有指數的等級, 而我們知道
∞
∑

n=0
xn 視為公比為 x 的等比級數, 所以收斂的範圍是 |x| < 1, 於是關

於指數 (x−x0)
n 的部份, 它會貢獻出一個有限的收斂範圍 |x−x0| < 1。 再來就要研究係數對於冪級

數收斂的影響是什麼, 如果係數帶有比指數更高等級的量, 那麼係數就會主宰冪級數的收斂區間; 若係

數是比指數等級還要低的量則不會影響冪級數的收斂區間; 若係數也是一個和指數等級相當的量, 那

麼它會將收斂的範圍放大或縮小一個倍數。

在 例 1 的情況, 冪級數
∞
∑

n=1
nnxn 的一般項係數是 nn

, 它的等級比指數高, 而且它是位在分子,

所以一般項很快就會趨近於無限大, 於是冪級數
∞
∑

n=1
nnxn 在 x = x0 以外的點都不收斂。 在 例 2 的
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情況, 冪級數
∞
∑

n=0

1
n!x

n 前方的係數帶有比指數等級還要高的 n!, 而且它是放在分母, 所以 1
n! 強勢於

指數之下跑到零的速度會很快使得冪級數處處收斂。

至於 例 3, 各位在初看冪級數
∞
∑

n=1

(2n)!
(n!)2 (x− 1)2n−1 的時候, 會以為前方的係數帶有 n! 是一個等

級比指數高的量然後可能過於草率地預判其收斂或發散。 要注意的是, 帶有階乘的量在分子與分母都

出現的話, 兩者必須先做比較之後再進行判斷; 也就是說, 當分子與分母都帶有階乘的時候, 兩者相除

可能會把階乘的等級消除。 以這個例子來說, 我們大致上可以這麼看:

(2n)!

(n!)2
=

(2n)(2n − 2)(2n − 4) · · · · · 4 · 2
n!

· (2n − 1)(2n − 3)(2n − 5) · · · · · 3 · 1
n!

,

對於第一個部份來說, 分子的每一項都可以提出 2, 所以它可以完全整理成

(2n)(2n − 2)(2n − 4) · · · · · 4 · 2
n!

=
2n · n · (n− 1)(n − 2) · · · · · 2 · 1

n!
=

2n · n!
n!

= 2n,

至於後者, 雖然它不能完全消掉, 但是以等級來看, 它也是在分子分母逐項相比之下, 將貢獻出 2n, 所

以整體來說, 係數會是以 22n 之等級呈現。 最後再和冪級數的主體一起看, 因為當 n 增加 1 的時候,

主體增加了 (x− 1)2, 所以在看公比的時候, 冪級數的後項比前項就會變成 r2 = 22 · (x− 1)2。 最後,

在要求 |r| < 1 之下, 就可以解得收斂的範圍會是 |x− 1| < 1
2。 以上討論是利用等級的原理對冪級數

的收斂半徑進行預判, 至於冪級數在端點的收斂性就必須逐一檢查。

這裡我們再花一點時間觀察 (2n−1)(2n−3)(2n−5) · · · · ·3 ·1 與 2n(2n−2)(2n−4) · · · · ·4 ·2
兩者之間的差異程度, 考慮

an =
(2n − 1)(2n − 3)(2n − 5) · · · · · 3 · 1

2n(2n − 2)(2n − 4) · · · · · 4 · 2 ,

計算

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(2n + 1)(2n − 1)(2n − 3) · · · · · 3 · 1
(2n + 2)(2n)(2n − 2) · · · · · 4 · 2 · 2n(2n − 2) · · · · · 4 · 2

(2n − 1)(2n − 3) · · · · · 3 · 1

= lim
n→∞

2n+ 1

2n+ 2
= lim

n→∞

2 + 1
n

2 + 2
n

=
2

2
= 1,

以及

lim
n→∞

n

(

an
an+1

− 1

)

= lim
n→∞

n

(

2n+ 2

2n+ 1
− 1

)

= lim
n→∞

n

(

2n+ 2− (2n + 1)

2n+ 1

)

= lim
n→∞

n

2n+ 1
= lim

n→∞

1

2 + 1
n

=
1

2
,

所以我們可以看出: 當 n → ∞時,(2n−1)(2n−3)(2n−5) · · · · ·3 ·1 與 2n(2n−2)(2n−4) · · · · ·4 ·2
兩者除了都有 n! 與 2n 的等級之外, 從拉比判別法 (Raabe's Test) 對於等級的精神可以看出: 分母

2n(2n− 2)(2n− 4) · · · · · 4 · 2 會比分子 (2n− 1)(2n− 3)(2n− 5) · · · · · 3 · 1 還要多出 n
1

2 的等級。

此外, 如果各位對這些數字與階乘很敏感的話, 應該會發現到 an 這個量在第 7 章的時候討論過,

那時是在計算 Im =
∫

π

2

0 sinm xdx 的積分, 而那個地方得到的結果也可以再次印證上述現象。
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尋找冪級數的收斂區間, 除了是在了解冪級數的定義域, 實際上它意味著冪級數逐點收斂的範圍。

在這一章前三節的經驗發現: 若只知道一個冪級數在範圍內是逐點收斂其實意義不大, 因為逐點收斂

無法保證多項式的各種性質能夠順利移植到冪級數, 也基於此其實我們更想知道的是冪級數在收斂區

間內是否均勻收斂; 換言之, 若能確定冪級數在哪些範圍是均勻收斂的的話, 因為冪級數的部份和是多

項式, 而多項式不僅連續, 甚至可以積分也可以求導, 所以在那個範圍內連續、可積分、可微分的性質就

可以完全過渡到取極限之後的冪級數。

在闡明冪級數的均勻收斂性質之前, 我們先將前面關於冪級數絕對收斂的結果寫成以下定理:

定理 4 (阿貝爾第一定理, First Abel's Theorem).

(A) 若冪級數
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 在 x = ξ 收斂, 則它在 |x− x0| < |ξ − x0| 的地方絕對收斂。

(B) 若冪級數
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 在 x = ξ 發散, 則它在 |x− x0| > |ξ − x0| 也發散。

證明:

(A) 因為冪級數
∞
∑

n=0
cn(x−x0)

n 在 x = ξ收斂,若 x滿足 |x−x0| < |ξ−x0|,則 x ∈ (x0−R,x0+R),

其中 R 為冪級數的收斂半徑, 得到
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 是絕對收斂的。

(B) 因為冪級數
∞
∑

n=0
cn(x−x0)

n 在 x = ξ 發散,若 x滿足 |x−x0| > |ξ−x0|,則 x /∈ [x0−R,x0+R],

其中 R 為冪級數的收斂半徑, 得到
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 發散。

定理 5 (阿貝爾第二定理, Seond Abel's Theorem). 考慮冪級數
∞
∑

n=0
cn(x−x0)

n
, 若冪級數的收斂

半徑為 R, 其中 R > 0, 則

(A) 冪級數在 (x0 −R,x0 +R) 內的任何一個閉區間 [a, b] 上均勻收斂。

(B) 若冪級數在 x = x0 +R 收斂, 則冪級數在 [a, x0 +R] 上均勻收斂, 其中 a > x0 −R。

(C) 若冪級數在 x = x0 −R 收斂, 則冪級數在 [x0 −R, b] 上均勻收斂, 其中 b < x0 +R。

證明:

(A) 任取閉區間 [a, b] ⊂ (x0 −R,x0 +R), 記 η = max{|a− x0|, |b− x0|}, 對所有 x ∈ [a, b], 以及

n = 0, 1, 2, . . ., 都有 0 ≤ |cn(x − x0)
n| ≤ |cnηn| = |cn|ηn, 因為 η < R, 所以級數

∞
∑

n=0
|cn|ηn

收斂, 由魏爾斯特拉斯M -判別法 (Weierstrass M -Test) 得知: 冪級數
∞
∑

n=0
cn(x−x0)

n 在 [a, b]

上均勻收斂。
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(B) 首先證明
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 在 [x0, x0 +R] 上均勻收斂。 先將冪級數拆解成

∞
∑

n=0

cn(x− x0)
n =

∞
∑

n=0

cnR
n ·
(

x− x0
R

)n

=

∞
∑

n=0

fn(x)gn(x),

因為
∞
∑

n=0
cnR

n 收斂, 而 fn(x) = cnR
n 在 [x0, x0 + R] 上視為常數函數, 所以

∞
∑

n=0
fn(x)

在 [x0, x0 + R] 上是均勻收斂的。 此外, gn(x) =
(

x−x0

R

)n
在 x ∈ [x0, x0 + R] 上遞減, 且

0 ≤ (x−x0

R
)n ≤ 1, 這表示 (x−x0

R
)n 在 [x0, x0 + R] 上均勻有界, 所以由阿貝爾判別法 (Abel

Test) 得知:

∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 在 [x0, x0 +R] 上均勻收斂。

若 a ≥ x0, 上述的討論得知冪級數
∞
∑

n=0
cn(x − x0)

n 在 [a, x0 + R] 上均勻收斂; 若 x0 − R <

a < x0, 由 (A) 得知冪級數
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 在 [a, x0 +R] 上均勻收斂。

(C) 首先證明
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 在 [x0 −R,x0] 上均勻收斂。 先將冪級數拆解成

∞
∑

n=0

cn(x− x0)
n =

∞
∑

n=0

cn(−R)n ·
(

x0 − x

R

)n

=

∞
∑

n=0

fn(x)gn(x),

因為
∞
∑

n=0
cn(−R)n 收斂, 而 fn(x) = cn(−R)n 在 [x0−R,x0] 上視為常數函數, 所以

∞
∑

n=0
fn(x)

在 [x0 − R,x0] 上是均勻收斂的。 此外, gn(x) =
(

x0−x
R

)n
在 x ∈ [x0 − R,x0] 上遞減, 且

0 ≤ (x0−x
R

)n ≤ 1, 這表示 (x0−x
R

)n 在 [x0 − R,x0] 上均勻有界, 所以由阿貝爾判別法 (Abel

Test) 得知: 冪級數
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 在 [x0 −R,x0] 上均勻收斂。

若 b ≤ x0, 上述的討論得知冪級數
∞
∑

n=0
cn(x − x0)

n 在 [x0 − R,x0] 上均勻收斂; 若 x0 < b <

x0 +R, 由 (A) 得知
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 在 [x0 −R, b] 上均勻收斂。

這裡應細細體會阿貝爾第二定理關於 (B)與 (C)的特色:只要確定冪級數在端點的收斂性, 那麼至

少可以確定冪級數在從中心到該端點所成的閉區間上是均勻收斂。 而冪級數厲害的地方也在於此, 當

我們觀察冪級數
∞
∑

n=0
cn(x−x0)

n 的樣貌, 視冪級數為函數的時候, 函數的變數 x 只出現在 (x−x0)
n

的地方, 而且 n 增加之下, 這個量就是指數的概念。 回想這一章最一開始的許多例子, 逐點收斂的函

數列不見得會是均勻收斂, 但是阿貝爾第二定理則是說: 只要確定一個點 x 的級數收斂, 就可以確定

冪級數在一整段區間(這個區間甚至包含這個級數收斂的點) 具有均勻收斂的性質。

我們接下來就要將前一節的定理應用到冪級數, 在阿貝爾第二定理的建立後, 多項式的性質就能

完全轉移到冪級數上。 特別地, 阿貝爾第二定理的 (B) 與 (C) 結果可以進一步推論到那些性質在端

點處也成立。
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定理 6. 冪級數在收斂區間上是連續函數。

證明: 在收斂區間上任取一點 x0, 取一個包含 x0 且在收斂區間內的一個閉區間 I, 因為冪級數的一

般項是多項式, 多項式在區間 I 上是連續函數, 由阿貝爾第二定理 (Seond Abel's Theorem) 得知
∞
∑

n=0
cn(x − x0)

n 在區間 I 上是均勻收斂的, 所以
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 在區間 I 上是連續函數。 因此冪

級數在整個收斂區間上是連續函數。

定理 7 (冪級數逐項積分定理, Term-by-Term Integration Theorem for Power Series). 若冪級數
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 的收斂半徑為 R, 其中 R > 0, 則在收斂區間中的任意一點 x 都有

∫ x

x0

(

∞
∑

n=0

cn(t− x0)
n

)

dt =

∞
∑

n=0

(
∫ x

x0

cn(t− x0)
n dt

)

。 (2)

此外, 逐項積分後所得的冪級數與原來的冪級數具有相同的收斂半徑 R。

證明: 在冪級數的收斂區間上取一點 x, 由阿貝爾第二定理 (Seond Abel's Theorem) 得知: 部份和
n
∑

k=0

ck(x − x0)
k 在 [x0, x] (或 [x, x0]) 上均勻收斂到

∞
∑

n=0
cn(x − x0)

n
, 由均勻收斂的函數項級數之

逐項積分定理 (Term-by-Term Integration Theorem) 得知 (2) 式成立。

對於先進行逐項積分所形成的冪級數

∞
∑

n=0

(∫ x

x0

cn(t− x0)
n dt

)

=

∞
∑

n=0

∫ x

x0

cn(t− x0)
n d(t− x0) =

∞
∑

n=0

cn
n+ 1

(t− x0)
n+1

∣

∣

∣

∣

t=x

t=x0

=

∞
∑

n=0

cn
n+ 1

(x− x0)
n+1,

現計算其收斂範圍:

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

cn+1(x− x0)
n+2

n+ 2
· n+ 1

cn(x− x0)n+1

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

n+ 1

n+ 2
· cn+1

cn

∣

∣

∣

∣

· |x− x0|

= lim
n→∞

1 + 1
n

1 + 2
n

·
∣

∣

∣

∣

cn+1

cn

∣

∣

∣

∣

· |x− x0| = lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

cn+1

cn

∣

∣

∣

∣

· |x− x0| ,

所以級數
∞
∑

n=0

cn
n+1(x− x0)

n+1 與
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 具有相同的收斂半徑 R。

定理 8 (冪級數逐項求導定理, Term-by-Term Di�erentiation Theorem for Power Series). 若冪級

數
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 的收斂半徑為 R, 則在 (x0 −R,x0 +R) 當中的任一點 x 都有

d

dx

(

∞
∑

n=0

cn(x− x0)
n

)

=

∞
∑

n=0

(

d

dx
cn(x− x0)

n

)

。

此外, 逐項求導後所得的冪級數與原來的冪級數具有相同的收斂半徑 R。
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證明: 關於先逐項求導後所成的冪級數可寫成

∞
∑

n=0

d

dx
cn(x− x0)

n =

∞
∑

n=1

ncn(x− x0)
n−1 =

∞
∑

n=0

(n+ 1)cn+1(x− x0)
n。

在往下討論之前, 先註記一件事: 左式在 n = 0 時是常數函數對於 x 求導, 其值為 0, 故中間的式子

在求和的時候, 指標從 n = 1 開始寫起; 而最右式則是進行指標的重新設定。

現計算

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

(n+ 1)cn+1(x− x0)
n

ncn(x− x0)n−1

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

n+ 1

n
· cn+1

cn
· (x− x0)

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

1 + 1
n

1
·
∣

∣

∣

∣

cn+1

cn

∣

∣

∣

∣

· |x− x0|

= lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

cn+1

cn

∣

∣

∣

∣

· |x− x0|,

所以級數
∞
∑

n=1
ncn(x− x0)

n−1 與
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 具有相同的收斂半徑 R。

因為
∞
∑

n=0
cn(x−x0)

n 在 (x0−R,x0+R) 上收斂, 由阿貝爾第二定理 (Seond Abel's Theorem)

知:

∞
∑

n=0
cn(x − x0)

n 在 (x0 − R,x0 + R) 上均勻收斂; 因為
∞
∑

n=0
(n + 1)cn+1(x − x0)

n 在 (x0 −

R,x0 + R) 上收斂, 由阿貝爾第二定理 (Seond Abel's Theorem) 知:

∞
∑

n=0
(n + 1)cn+1(x − x0)

n

在 (x0 − R,x0 + R) 上均勻收斂; 由函數項級數的逐項求導定理 (Term-by-Term Di�erentiation

Theorem) 即得冪級數的逐項求導定理。

關於冪級數的逐項積分與逐項求導定理, 我們只能確定它們的收斂半徑相同, 至於收斂區間, 也就

是端點的收斂性是無法確定的; 也就是說, 端點的收斂性可能會因為逐項求導或逐項積分後而有所改

變, 必須重新檢視。 以下舉例說明此現象。

例 9. 考慮 f(x) =
∞
∑

n=1

1
n2xn, 探討 f(x), f ′(x), f ′′(x) 的收斂區間。

解.

(A) 先求 f(x) =
∞
∑

n=1

1
n2x

n 的收斂區間。 計算

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

xn+1

(n+ 1)2
· n

2

xn

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

(

n

n+ 1

)2

· |x| = lim
n→∞

(

1

1 + 1
n

)2

· |x| = |x|,

得到若 |x| < 1,
∞
∑

n=1

1
n2xn 絕對收斂; 若 |x| > 1,

∞
∑

n=1

1
n2xn 發散。 現分析冪級數

∞
∑

n=1

1
n2xn 在端

點 x = ±1 的收斂性:

• 若 x = 1, 則 f(1) =
∞
∑

n=1

1
n2 , 它是收斂的 p-級數, 其中 p = 2。

• 若 x = −1, 則 f(−1) =
∞
∑

n=1

(−1)n

n2 。 令 bn = 1
n2 , 因為數列 {bn}∞n=1 遞減, 且 lim

n→∞
bn = 0,

由交錯級數判別法 (Alternating Series Test) 得知級數收斂。

由上討論得知: f(x) =
∞
∑

n=1

1
n2xn 的收斂區間是 [−1, 1]。
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(B) 由冪級數的逐項求導定理 (Term-by-Term Di�erentiation Theorem for Power Series) 知道:

在 (−1, 1) 區間上 f ′(x) =
∞
∑

n=1

1
n
xn−1 =

∞
∑

n=0

1
n+1x

n。 計算

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

xn+1

n+ 2
· n+ 1

xn

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

n+ 1

n+ 2
· |x| = lim

n→∞

1 + 1
n

1 + 2
n

· |x| = |x|,

得到若 |x| < 1,
∞
∑

n=0

1
n+1x

n 絕對收斂; 若 |x| > 1,
∞
∑

n=0

1
n+1x

n 發散。 以下分析冪級數
∞
∑

n=0

1
n+1x

n

在端點 x = ±1 的收斂性:

• 若 x = 1, 則 f ′(1) =
∞
∑

n=0

1
n+1 , 它是發散的 p-級數, 其中 p = 1。

• 若 x = −1, 則 f ′(−1) =
∞
∑

n=0

(−1)n

n+1 。 令 bn = 1
n+1 , 因為數列 {bn}∞n=1 遞減, 且 lim

n→∞
bn =

0, 由交錯級數判別法 (Alternating Series Test) 得知級數收斂。

由上討論得知: f ′(x) =
∞
∑

n=0

1
n+1x

n 的收斂區間是 [−1, 1)。

(C) 由冪級數的逐項求導定理 (Term-by-Term Di�erentiation Theorem for Power Series) 知道:

在 (−1, 1) 區間上 f ′′(x) =
∞
∑

n=1

n
n+1x

n−1 =
∞
∑

n=0

n+1
n+2x

n。 計算

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

(n+ 2)xn+1

n+ 3
· n+ 2

(n + 1)xn

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

(n+ 2)2

(n+ 3)(n + 1)
· |x|

= lim
n→∞

(1 + 2
n
)2

(1 + 3
n
)(1 + 1

n
)
· |x| = |x|,

得到若 |x| < 1,
∞
∑

n=0

n+1
n+2x

n 絕對收斂; 若 |x| > 1,
∞
∑

n=0

n+1
n+2x

n 發散。 以下分析冪級數
∞
∑

n=0

n+1
n+2x

n

在端點 x = ±1 的收斂性:

• 若 x = 1, 則 f ′′(1) =
∞
∑

n=0

n+1
n+2 , 令 an = n+1

n+2。 因為 lim
n→∞

n+1
n+2 = lim

n→∞

1+ 1

n

1+ 2

n

= 1 6= 0, 由

發散判別法 (Test of Divergene) 得知級數
∞
∑

n=0

n+1
n+2 發散。

• 若 x = −1, 則 f ′′(−1) =
∞
∑

n=0

(−1)n(n+1)
n+2 。 令 an = (−1)n(n+1)

n+2 , 因為 lim
n→∞

a2n =

(−1)2n(2n+1)
2n+2 = lim

n→∞

2n+1
2n+2 = lim

n→∞

1+ 1

2n

1+ 1

n

= 1 6= 0, 得到 lim
n→∞

an 6= 0, 由發散判別法

(Test of Divergene) 可知級數
∞
∑

n=0

(−1)n(n+1)
n+2 發散。

由上討論得知: f(x) =
∞
∑

n=0

n+1
n+2x

n 的收斂區間是 (−1, 1)。

(D) 綜合 (A) (B) (C) 的結果知道 f(x), f ′(x), f ′′(x) 三者的收斂區間皆不同。 若以 f ′(x) 為主體,

則 f(x) 可視為 f ′(x) 逐項積分後的結果。 而 f ′′(x) 則是將 f ′(x) 逐項求導後的結果。 如此一來

就說明了冪級數經逐項積分或逐項求導後在端點的收斂性可能會不同。
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以下要介紹三個重要函數, 它們在一個範圍內可以表達成冪級數的樣子。

例 10. 考慮函數 f(x) = 1
1−x

, 我們可以把它理解成公比為 x 的等比級數和的公式, 所以將它改寫成

f(x) =
1

1− x

在 |x|<1
===== 1 + x+ x2 + · · · + xn + · · · =

∞
∑

n=0

xn。

例 11. 考慮函數 f(x) = ln(1 + x), 因為

f ′(x) =
1

1 + x
=

1

1− (−x)

在 |x|<1
=====

∞
∑

n=0

(−x)n =

∞
∑

n=0

(−1)nxn,

由冪級數逐項積分定理 (Term-by-Term Integration Theorem for Power Series) 得到

f(x) = f(0) +

∫ x

0

∞
∑

n=0

(−1)ntn dt =

∞
∑

n=0

∫ x

0
(−1)ntn dt =

∞
∑

n=0

[

(−1)n

n+ 1
tn+1

]∣

∣

∣

∣

x

0

=

∞
∑

n=0

(−1)n

n+ 1
xn+1。

由於上面的討論用到了冪級數逐項積分定理, 所以端點的收斂性必須重新檢視。

(A) 若 x = 1, 則級數為
∞
∑

n=0

(−1)n

n+1 。 記 bn = 1
n+1 , 因為 {bn}∞n=1 遞減且 lim

n→∞
bn = 0, 由交錯級數

判別法 (Alternating Series Test) 得知
∞
∑

n=0

(−1)n

n+1 收斂。

(B) 若 x = −1, 則級數為
∞
∑

n=0

(−1)n

n+1 (−1)n+1 =
∞
∑

n=0

−1
n+1 =

∞
∑

n=1
− 1

n
, 它是發散的 p-級數, 其中 p =

1。

(C) 由上述討論得知: 冪級數
∞
∑

n=0

(−1)n

n+1 xn+1 的收斂區間是 (−1, 1]。

因為冪級數
∞
∑

n=0

(−1)n

n+1 xn+1 的收斂區間是 (−1, 1], 由阿貝爾第二定理 (Seond Abel's Theorem)

得知
∞
∑

n=0

(−1)n

n+1 xn+1 在 (−1, 1] 上均勻收斂至 ln(1 + x)。

例 12. 證明:

∞
∑

n=0

(−1)n

n+1 = 1− 1
2 + 1

3 − 1
4 + · · ·+ (−1)n

n+1 + · · · = ln 2。

證明: 因為
∞
∑

n=0

(−1)n

n+1 xn+1 在 (−1, 1] 上均勻收斂至 ln(1+x), 所以在 x = 1 的地方, 級數和與函數

值相同, 於是我們得到交錯級數的和
∞
∑

n=0

(−1)n

n+1 = ln 2。

關於 ln(1 + x) 在 (−1, 1] 上冪級數的表達, 有時候我們會重新選用指標, 得到

ln(1 + x) =

∞
∑

n=0

(−1)n

n+ 1
xn+1 =

∞
∑

n=1

(−1)n−1

n
xn =

∞
∑

n=1

(−1)n+1

n
xn

的樣子, 這些表達式完全通用。
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例 13. 考慮函數 f(x) = tan−1 x, 因為

f ′(x) =
1

1 + x2
=

1

1− (−x2)

在 |x|<1
=====

∞
∑

n=0

(

−x2
)n

=

∞
∑

n=0

(−1)nx2n,

由冪級數逐項積分定理 (Term-by-Term Integration Theorem for Power Series) 得到

f(x) = f(0) +

∫ x

0

∞
∑

n=0

(−1)nt2n dt =

∞
∑

n=0

∫ x

0
(−1)nt2n dt =

∞
∑

n=0

[

(−1)n

2n+ 1
t2n+1

]∣

∣

∣

∣

x

0

=

∞
∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1。

由於上面的討論有用到逐項積分定理, 所以端點的收斂性必須重新檢視。

(A) 若 x = 1, 則級數為
∞
∑

n=0

(−1)n

2n+1 。 記 bn = 1
2n+1 , 因為 {bn}∞n=1 遞減且 lim

n→∞
bn = 0, 由交錯級數

判別法 (Alternating Series Test) 得知
∞
∑

n=0

(−1)n

2n+1 收斂。

(B) 若 x = −1,則級數為
∞
∑

n=0

(−1)n

2n+1 (−1)2n+1 =
∞
∑

n=0

(−1)n+1

2n+1 =
∞
∑

n=0
− (−1)n

2n+1 ,由 (A)知級數
∞
∑

n=0

(−1)n

2n+1 (−1)2n+1

收斂, 而且
∞
∑

n=0

(−1)n

2n+1 (−1)2n+1 = −
∞
∑

n=0

(−1)n

2n+1 。

(C) 由上述討論得知: 級數
∞
∑

n=0

(−1)n

2n+1 x
2n+1 的收斂區間是 [−1, 1], 而且

∞
∑

n=0

(−1)n

2n+1 x
2n+1 在 [−1, 1]

上均勻收斂至 tan−1 x。

因為冪級數
∞
∑

n=0

(−1)n

2n+1 x
2n+1的收斂區間是 [−1, 1],由阿貝爾第二定理 (Seond Abel's Theorem)

得知
∞
∑

n=0

(−1)n

2n+1 x
2n+1 在 [−1, 1] 上均勻收斂至 tan−1 x。

例 14. 證明:

∞
∑

n=0
(−1)n · 4

2n+1 = π。

證明: 因為冪級數
∞
∑

n=0

(−1)n

2n+1 x
2n+1 在 [−1, 1] 上均勻收斂至 tan−1 x。 所以在 x = 1 的地方級數和

等於函數值, 於是

π

4
=

∞
∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
⇒

∞
∑

n=0

(−1)n
4

2n + 1
= π。

至此, 我們得到三個常用函數的冪級數表達式, 至於其它函數是否可以寫出其冪級數表達式, 又該

如何找到它對應的冪級數, 這將是下一節泰勒級數理論所要探討的事情。 在這一單元的最後想要討論

的是: 有些冪級數我們可以觀察它的規律, 得到級數滿足某個微分方程式, 利用微分方程式的理論解

出冪級數的函數表達。
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例 15. 求冪級數
∞
∑

n=0

1
n!x

n 的和。

解. 我們在 例 2 已經證明了冪級數 f(x)
記
=

∞
∑

n=0

1
n!x

n 的收斂範圍是 (−∞,∞), 而且從冪級數的逐項

求導定理 (Term-by-Term Di�erentiation Theorem for Power Series), 得到

f ′(x) =
d

dx

(

∞
∑

n=0

1

n!
xn

)

=

∞
∑

n=0

(

d

dx

1

n!
xn
)

=

∞
∑

n=1

1

(n− 1)!
xn−1 =

∞
∑

n=0

1

n!
xn = f(x),

即 f ′(x)− f(x) = 0, 現將等式兩邊同乘 e−x 之後得到 d
dx(e

−xf(x)) = 0, 於是 e−xf(x) = C, 其中

C 為常數。 再將 x = 0 代入後得到 f(0) = C = 1, 所以 e−xf(x) = 1, 即 f(x) =
∞
∑

n=0

1
n!x

n = ex。

9.5 泰勒級數理論

前一節介紹了冪級數理論, 當中指出: 雖然冪級數是一種無窮級數, 但是它在逐點收斂的範圍內實際

上是均勻收斂的, 由於冪級數的部份和是多項式, 所以多項式所具備的特性像是連續、逐項積分、逐項

求導的操作都可以轉移到冪級數, 所以我們可以說冪級數在收斂範圍內幾乎與多項式無異, 是一種相

當好的多項式推廣。

如果一個函數 f(x) 在某個點 x = x0 的附近可以表示成一個冪級數的樣子, 那麼我們就可以透

過冪級數來研究函數在 x = x0 附近的行為。 至於要怎麼樣把函數在一個點附近改寫成冪級數的樣貌

並從中分析函數, 這就是泰勒級數理論 (Taylor series theory) 欲研究的課題。 在正式進入泰勒級數

的理論之前, 我們回想單元 9.4 介紹過的三個函數:

(A)

1

1− x

若 x∈(−1,1)
=======

∞
∑

n=0

xn。

(B) ln(1 + x)
若 x∈(−1,1]
=======

∞
∑

n=1

(−1)n−1

n
xn。

(C) tan−1 x
若 x∈[−1,1]
=======

∞
∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1。

因為這三個函數就函數的本身或是它的導函數與等比級數有關, 所以我們直接從等比級數的性質再透

過均勻收斂的理論就能很快寫出冪級數的樣貌。 而泰勒級數理論則是針對一般的函數, 當函數與等比

級數無關或是關係程度不大的時候, 要如何推得其冪級數的表達, 並分析函數與冪級數之間的關係。

這裡特別注意到剛才列出的三個函數當中, 等號的上方都加註了一些說明, 主要是提醒各位這些

等號的成立是有條件的, 雖然等式左邊函數定義域很大, 例如函數 1
1−x

只有在 x = 1 的地方沒有定

義, 函數 ln(1 + x) 在 x > −1 處有定義, 函數 tan−1 x 處處都有定義, 但是等式右邊有意義的範圍

只有介在 x = −1 與 x = 1 之間(頂多再加上端點的收斂)。 這個現象告訴我們: 將函數用冪級數重新

表達是一種描述函數局部的性質 (loal property) 的方法。

此外, 從單元 9.4 的 例 15 知道, 有時我們可以用微分方程理論將冪級數的和解出明確的函數表

達。 只是這個方法與我們現在要問的問題是反向的討論; 也就是說, 現在想要研究的問題是: 給定一個

函數, 有沒有辦法將函數在一點附近改寫成冪級數的樣子?
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這裡我們假設函數 f(x) ∈ C∞(I); 也就是說, 假設函數的任何階導函數 f (n)(x), n = 0, 1, 2, . . .

在區間 I 上存在且連續, 具有這樣性質的函數我們稱為 光滑函數 (smooth funtions)。 現在我們假

設這個光滑函數 f(x) 可以在 x = x0 的附近表示成冪級數的樣子, 其中 x0 ∈ I; 換言之, 假設存在

δ > 0 使得對所有 x ∈ (x0 − δ, x0 + δ),

f(x) =

∞
∑

n=0

cn(x− x0)
n

等號成立, 其中 cn ∈ R, n = 0, 1, 2, . . .。 首先我們可以確定每一項係數 cn 的值。

引理 1. 給定一個光滑函數 f(x) ∈ C∞(I), 記 Ix0,δ = (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ I, 若在區間 Ix0,δ 上

f(x) =
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n
, 則

cn =
f (n)(x0)

n!
。

證明:

(A) 將 f(x) =
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 兩邊代入 x = x0 之後得到 f(x0) = c0, 即 c0 = f(x0)。

(B) 對於 k ∈ N, 將 f(x) =
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 兩邊求導 k 次得到

f (k)(x) =

∞
∑

n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)cn(x− x0)
n−k,

兩邊代入 x = x0 之後得到

f (k)(x0) = k(k − 1) · · · 1 · ck ⇒ ck =
f (k)(x0)

k!
。

上面的引理說明: 若想要將函數 f(x) 在 x = x0 為中心點, 以 δ 為半徑的開區間上表示成冪級

數的話, 那麼函數 f(x) 必須是以
∞
∑

n=0

f (n)(x0)
n! (x− x0)

n 這樣的冪級數逐點收斂至 f(x)。

定義 2. 給定一個光滑函數 f(x), 稱

Tx0
(x)

定義
==

∞
∑

n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

為函數 f(x) 以 x = x0 為中心的泰勒級數 (Taylor series entered at x = x0)。 特別地, 函數 f(x)

以 x = 0 為中心的泰勒級數

M(x)
定義
==

∞
∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn

稱為函數 f(x) 的 馬克勞林級數 (Malaurin series)。

這裡重新整理上述的討論: 如果函數 f(x) 在 x = x0 的附近可以表示成以 x0 為中心的冪級數的

話, 那麼這個冪級數一定是 f(x) 以 x = x0 為中心的泰勒級數 Tx0
(x)。
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特別注意到, 我們在得到泰勒級數 Tx0
(x) 的討論過程中只用了 f(x) 在 x = x0 處的函數值

f(x0) 以及各階導數 f (n)(x0), n ∈ N 的資訊, 並沒有用到函數 f(x) 在其它地方的資訊; 也就是說,

泰勒級數 Tx0
(x) 的特色是一般項係數完全由 x = x0 的資訊掌控, 而變數是由 (x− x0)

n 呈現。

例 3. 驗證: 函數 f(x) = 1
1−x

的馬克勞林級數是 M(x) =
∞
∑

n=0
xn。

證明: 首先, f(0) = 1。 因為 f(x) = (1 − x)−1
, 所以 f ′(x) = −(1 − x)−2 · (−1) = (1 − x)−2

, 得

到 f ′(0) = 1。 假設對於 k ∈ N, f (k)(x) = k!(1 − x)−(k+1)
, 則

f (k+1)(x) = −(k + 1)k!(1 − x)−(k+1)−1 · (−1) = (k + 1)!(1 − x)−(k+2),

得到 f (k+1)(0) = (k + 1)!。 因此函數 f(x) = 1
1−x

的馬克勞林級數為

M(x) =

∞
∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn =

∞
∑

n=0

n!

n!
xn =

∞
∑

n=0

xn。

給定光滑函數 f(x) 以及一點 x = x0, 則可寫出泰勒級數 Tx0
(x) =

∞
∑

n=0

f (n)(x0)
n! (x− x0)

n
, 這個

泰勒級數的定義域, 也就是冪級數的收斂區間必須重新檢視, 前面的討論並沒有提到有關泰勒級數的

收斂區間之任何訊息, 必須透過單元 9.4 的冪級數理論處理泰勒級數 Tx0
(x) 的收斂區間。 當然, 我們

希望這個泰勒級數的收斂範圍至少要包含一個區間 (x0− δ, x0 + δ), 否則這樣辛苦算出來的泰勒級數

Tx0
(x) 如果只在 x = x0 收斂的話那就沒有任何價值。 以下舉出一個函數, 它的馬克勞林級數之定義

域只有 x = 0, 這麼一來就說明上面描述這種很糟的情況的確會發生。

例 4. 考慮 f(x) =
∞
∑

n=0

sin(2nx)
n! , 求函數 f(x) 的馬克勞林級數 M(x) 及其收斂區間。

解. 注意到 f(x) =
∞
∑

n=0

sin(2nx)
n! 並不是一個冪級數, 它只是函數項級數, 我們必須先驗證有關 f(x)

的基本性質。

對任意 x ∈ R, 因為對所有 n ∈ N, n ≥ 2 都有

0 ≤
∣

∣

∣

∣

sin(2nx)

n!

∣

∣

∣

∣

≤ 1

n!
≤ 1

n(n− 1)
,

而

∞
∑

n=2

1

n(n− 1)
= lim

n→∞

n
∑

k=2

(

1

k − 1
− 1

k

)

= lim
n→∞

(

1− 1

n

)

= 1,

所以
∞
∑

n=1

∣

∣

∣

sin(2nx)
n!

∣

∣

∣
= | sin(2x)| +

∞
∑

n=2

∣

∣

∣

sin(2nx)
n!

∣

∣

∣
收斂, 即

∞
∑

n=1

sin(2nx)
n! 絕對收斂。 因此 f(x) =

∞
∑

n=1

sin(2nx)
n! 的定義域是 R。
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實際上, 由上面的分析以及魏爾斯特拉斯 M -判別法 (Weierstrass M -test) 得知: 級數 f(x) =
∞
∑

n=0

sin(2nx)
n! 是均勻收斂的。 為了要能夠使用逐項求導定理 (Term-by-Term Di�erentiation Theo-

rem) 以求得函數 f(x) 的馬克勞林級數, 我們還要驗證級數先逐項求導後所成的級數之均勻收斂性。

對於 k = 0, 1, 2, . . ., 計算

d2k

dx2k

(

sin(2nx)

n!

)

=
sin(2nx)

n!
· (−1)k · (2n)2k =

sin(2nx)

n!
· (−1)k ·

(

22k
)n

d2k+1

dx2k+1

(

sin(2nx)

n!

)

=
cos(2nx)

n!
· (−1)k · (2n)2k+1 =

cos(2nx)

n!
· (−1)k ·

(

22k+1
)n

,

因為

∣

∣

∣

∣

d2k

dx2k

(

sin(2nx)

n!

)∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

sin(2nx)

n!
· (−1)k ·

(

22k
)n
∣

∣

∣

∣

≤
(

22k
)n

n!
∣

∣

∣

∣

d2k+1

dx2k+1

(

sin(2nx)

n!

)∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

cos(2nx)

n!
· (−1)k ·

(

22k+1
)n
∣

∣

∣

∣

≤
(

22k+1
)n

n!
,

而且

∞
∑

n=0

(

22k
)n

n!
= e2

2k

,

∞
∑

n=0

(

22k+1
)n

n!
= e2

2k+1

由魏爾斯特拉斯 M -判別法 (Weierstrass M -test) 得知: 級數

∞
∑

n=0

(

d2k

dx2k

(

sin(2nx)

n!

))

與

∞
∑

n=0

(

d2k+1

dx2k+1

(

sin(2nx)

n!

))

都是均勻收斂的級數, 故由逐項求導定理 (Term-by-Term Di�erentiation Theorem) 得知: 對於

k = 0, 1, 2, . . .,

f (2k)(x) =

∞
∑

n=0

(

d2k

dx2k

(

sin(2nx)

n!

))

與 f (2k+1)(x) =

∞
∑

n=0

(

d2k+1

dx2k+1

(

sin(2nx)

n!

))

對於 k = 0, 1, 2, . . ., 因為

f (2k)(0) = 0, f (2k+1)(0) =

∞
∑

n=0

(−1)k
(

22k+1
)n

n!
= (−1)k

∞
∑

n=0

(

22k+1
)n

n!
= (−1)ke2

2k+1

,

所以函數 f(x) =
∞
∑

n=0

sin(2nx)
n! 對應到的馬克勞林級數為

M(x) =

∞
∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn =

∞
∑

n=0

(−1)ne2
2n+1

(2n + 1)!
x2n+1。

現在要討論的是 M(x) 的定義域。 計算

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

∣

(−1)n+1e2
2(n+1)+1

x2(n+1)+1

(2(n + 1) + 1)!
· (2n+ 1)!

(−1)ne2
2n+1

x2n+1

∣

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

e2
2n+3−22n+1

(2n+ 3)(2n + 2)
· |x|2 = ∞,
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最後一個等式成立是因為對於 n ≥ 4,

e2
2n+3−22n+1

(2n + 3)(2n + 2)
≥ e2

2n+1·3

(2n + 3n)2
≥ (1 + 1)n

25n2
≥ Cn

3

25n2
=

(n − 1)(n− 2)

150n
≥ (12n)

2

150n
=

n

600
,

而 lim
n→∞

n
600 = ∞, 所以 lim

n→∞

e2
2n+3−22n+1

(2n+3)(2n+2) · |x|2 = ∞。

因此 M(x) 只在 x = 0 處收斂。

再來要研究的是: 給定一個光滑函數 f(x) 以及 x = x0, 由此定義了泰勒級數 Tx0
(x), 假設泰勒

級數的定義域至少包含一個區間 I = (x0 − δ, x0 + δ), 那麼 f(x) 和 Tx0
(x) 在區間 I 上兩者會相同

嗎? 為回答這個問題, 我們先看一個例子。

例 5. 考慮函數

f(x) =

{

e−
1

x2 若 x 6= 0

0 若 x = 0,

我們分以下幾點說明函數的特性:

(A) 函數 f(x) 在 R 上是連續函數。

(A1) 若 x 6= 0, f(x) 是兩個連續函數 g(x) = ex 與 h(x) = − 1
x2 的合成函數, 即 f(x) =

(g ◦ h)(x), 所以 f(x) 在 x 6= 0 處連續。

(A2) 若 x = 0, 計算

lim
x→0

e−
1

x2 = lim
y→±∞

e−y2

= lim
y→±∞

1

ey2 = 0 = f(0),

所以 f(x) 在 x = 0 處連續。

(A3) 綜合 (A1) 與 (A2) 討論得知: 函數 f(x) 在 R 上是連續函數。

(B) 若 x 6= 0, 對於 n ∈ N, 則 f (n)(x) = Pn(y)e
−y2

, 其中 y = 1
x
, 而 Pn(y) 是以 y 為變數、次數

(degree) 為 3n 的多項式。

• 當 n = 1, 計算

f ′(x) =
df

dx
=

df

dy

dy

dx
= e−y2

(−2y) · (−y2) = 2y3e−y2

= P1(y)e
−y2

,

其中 P1(y) = 2y3 是一個次數為 3 的多項式。

• 假設在 n = k 時, 有 f (k)(x)Pk(y)e
−y2

, 其中 Pk(y) 的次數為 3k。

當 n = k + 1, 計算

f (k+1)(x) =
dk+1f

dxk+1
=

d

dx

dkf

dxk
=

d

dy

(

dkf

dxk

)

dy

dx
=

d

dy

(

Pk(y)e
−y2
)

(−y2)

=

(

dPk(y)

dy
e−y2

+ Pk(y)e
−y2

(−2y)

)

(−y2)

=

(

−y2
dPk(y)

dy
+ 2y3Pk(y)

)

e−y2

。

令 Pk+1(y) = −y2 dPk(y)
dy + 2y3Pk(y), 則 Pk+1(y) 的次數為 3 + 3k = 3(k + 1)。
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• 由數學歸納法 (Mathematial Indution) 得知: 對 x 6= 0, 都有 f (n)(x) = Pn(y)e
−y2

,

其中 y = 1
x
, 而 Pn(y) 以一個以 y 變數且次數為 3n 的多項式。

(C) 對所有 n ∈ N, f (n)(0) = 0。

• 若 n = 1, 計算

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

e−
1

x2

x
= lim

y→±∞

e−y2

1
y

= lim
y→±∞

y

ey
2

(∞

∞
,L′)

==== lim
y→±∞

1

2yey2 = 0。

• 假設 n = k, 都有 f (k)(0) = 0。

當 n = k + 1, 計算

f (k+1)(0) = lim
x→0

f (k)(x)− f (k)(0)

x− 0
= lim

x→0

f (k)(x)

x
= lim

y→±∞

Pk(y)e
−y2

1
y

= lim
y→±∞

yPk(y)

ey2 = 0.

注意到上面式子需要用到羅必達法則 (l' H�spital Rule)

[[

3n−1
2

]]

次而得到極限值為 0。

• 由數學歸納法 (Mathematial Indution) 得知: 對所有 n ∈ N, 都有 f (n)(0) = 0。

(D) 因為 f(0) = 0 以及對所有 n ∈ N 都有 f (n)(0) = 0, 所以函數 f(x) 對應到的馬克勞林級數是

M(x) =

∞
∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn = f(0) +

f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn + · · · ≡ 0;

也就是說, M(x) 是一個處處為零的函數, 函數 M(x) 的收斂區間是 (−∞,∞)。 但是在 x 6= 0

的地方, M(x) 6= f(x)。 所以函數 f(x) 無法在包含 x = 0 的任一個區間 (−δ, δ) 用馬克勞林級

數 M(x) 表達。

由上面的例子告知: 存在光滑函數 f(x), 即使你寫出了它的泰勒級數 Tx0
(x) 或是馬克勞林級數

M(x) 而且也確定這兩個級數的定義域不只是一個點, 但是函數與泰勒級數或馬克勞林級數之間除了

中心點取值一模一樣之外, 其它的地方都不同, 那麼我們花了這麼多時間計算出一個看似很漂亮的冪

級數卻完全沒有用, 無助於我們對於這個光滑函數有新的認識。

到目前為止, 這和我們心中設定的目標好像還很遙遠, 當初與等比級數有關的函數都可以立刻寫

出它的冪級數表達, 怎麼一般的函數想要寫成冪級數卻困難重重, 那到底什麼情況下函數在某個範圍

內才會與它的泰勒級數一致呢? 也就是說, 以下面等式什麼時候才會成立:

f(x)
?
= Tx0

(x)
定義
==

∞
∑

n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n 記
= lim

n→∞
Tn,x0

(x),

其中

Tn,x0
(x) =

n
∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n。
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定義 6. 給定光滑函數 f(x) ∈ C∞(I), 以及 x = x0 ∈ I, 且存在 δ > 0 使得 (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ I,

(A) 多項式 Tn,x0
(x) 稱為 函數以 x = x0 為中心的 n-次泰勒多項式 (n-th degree Taylor polyno-

mial of f(x) at x0)。

(B) 定義一個泰勒級數 Tx0
(x) 的 餘項 (remainder) 為 Rn,x0

(x) = f(x)− Tn,x0
(x)。

(C) 對於光滑函數 f(x) 的馬克勞林級數 M(x) 之餘項簡記為 Rn(x)。

這裡先得到一個關於函數與其泰勒級數在一個區間內處處相等的充分必要條件。

定理 7. 一個光滑函數 f(x) 在區間 (x0 − δ, x0 + δ) 內滿足 f(x) = Tx0
(x) 的充分必要條件是對所

有 x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) 都有 lim
n→∞

Rn,x0
(x) = 0。

證明: (⇒) 因為 f(x) = lim
n→∞

Tn,x0
(x), 而 Rn,x0

(x) = f(x)− Tn,x0
(x), 所以

lim
n→∞

Rn,x0
(x) = lim

n→∞
(f(x)− Tn,x0

(x)) = f(x)− lim
n→∞

Tn,x0
(x) = f(x)− f(x) = 0。

(⇐) 因為 lim
n→∞

Rn,x0
(x) = 0 以及 Tn,x0

(x) = f(x)−Rn,x0
(x), 所以

Tx0
(x) = lim

n→∞
Tn,x0

(x) = lim
n→∞

(f(x)−Rn,x0
(x)) = f(x)− lim

n→∞
Rn,x0

(x) = f(x)− 0 = f(x)。

所以整個問題轉變成: 給定一個光滑函數 f(x) 與 x = x0, 定義了泰勒級數 Tx0
(x) 以及餘項

Rn,x0
(x), 要如何證明 lim

n→∞
Rn,x0

(x) = 0 呢? 以下定理提供一個將餘項重新改寫的方法:

定理 8. 假設 f(x) 在 x = x0 處具有直到 (n + 1)-階都是連續的導函數, 而 f(x) = Tn,x0
(x) +

Rn,x0
(x), 則

Rn,x0
(x) =

1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(t)(x− t)n dt。

證明: 因為

Rn,x0
(x) = f(x)− Tn,x0

(x) = f(x)−
n
∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k,

對於 j = 1, 2, . . . , n, 將上面等式兩邊求導 j 次可得

R(j)
n,x0

(x) = f (j)(x)−
n
∑

k=j

f (k)(x0)

(k − j)!
(x− x0)

k−j ,

特別地,當 j = n的時候為 R
(n)
n,x0(x) = f (n)(x)−f (n)(x0);再求導一次得到 R

(n+1)
n,x0 (x) = f (n+1)(x)。

將 x = x0 代入後得到

Rn,x0
(x0) = R′

n,x0
(x0) = R′′

n,x0
(x0) = · · · = R(n)

n,x0
(x0) = 0,
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由微積分基本定理 (Fundamental Theorem of Calulus) 以及分部積分 (Integration by Parts) 公

式得到

Rn,x0
(x) = Rn,x0

(x)−Rn,x0
(x0) =

∫ x

x0

R′
n,x0

(t) dt =

∫ x

x0

R′
n,x0

(t) d(t− x)

=
[

R′
n,x0

(t)(t− x)
]x

x0

−
∫ x

x0

(t− x) dR′
n,x0

(t) =

∫ x

x0

R′′
n,x0

(t)(x− t) dt

= − 1

2!

∫ x

x0

R′′
n,x0

(t) d(t− x)2 = − 1

2!

(

[

R′′
n,x0

(t)(t− x)2
]x

x0

−
∫ x

x0

(t− x)2 dR′′
n,x0

(t)

)

=
1

2!

∫ x

x0

R′′′
n,x0

(t)(x− t)2 dt = · · · = 1

n!

∫ x

x0

R(n+1)
n,x0

(t)(x− t)n dt

=
1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(t)(x− t)n dt。

為了後來的討論, 我們還要把上述得到的餘項再進行兩種變形。 首先,利用積分第一均值定理 (First

Mean Value Theorem for Integrals), 存在 ξ = x0 + θ(x− x0) ∈ [x0, x], 其中 θ ∈ [0, 1] 使得

Rn,x0
(x) =

1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(t)(x− t)n dt =
f (n+1)(ξ)

n!

∫ x

x0

(x− t)n dt

=
f (n+1)(x0 + θ(x− x0))

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1,

這樣將餘項重新表達的方法稱為 拉格朗日餘項 (Lagrange remainder)。

另一方面, 如果是把被積分函數看成是 f (n+1)(t)(x− t)n · 1, 然後利用積分第一均值定理 (First

Mean Value Theorem for Integrals), 存在 ξ = x0 + θ(x− x0) ∈ [x0, x], 其中 θ ∈ [0, 1] 使得

Rn,x0
(x) =

f (n+1)(ξ)(x− ξ)n

n!

∫ x

x0

1 dt =
f (n+1)(ξ)(x − ξ)n

n!
· (x− x0),

因為

f (n+1)(ξ)(x− ξ)n
∣

∣

∣

ξ=x0+θ(x−x0)
= f (n+1)(x0 + θ(x− x0)) (x− (x0 + θ(x− x0)))

n

= f (n+1)(x0 + θ(x− x0)) ((1− θ)(x− x0))
n

= f (n+1)(x0 + θ(x− x0))(1 − θ)n(x− x0)
n,

所以

Rn,x0
(x) =

f (n+1)(x0 + θ(x− x0))

n!
(1− θ)n(x− x0)

n+1,

這樣的表達式稱為 柯西餘項 (Cauhy remainder)。

這裡或許多觀察一下拉格朗日餘項與柯西餘項的表達。 拉格朗日餘項在結構上是比較漂亮的, 不

論是函數求導的次數, 分母階乘的次數, 或是最後的冪次, 全部都是 n + 1 次; 至於柯西餘項, 函數求

導的次數是 f (n+1)
, 而分母放的是 n!, 另外兩個量的冪次也不同, 一個是 n, 另一個是 n+ 1。

以下要建立四個重要函數的馬克勞林級數: ex, sinx, cos x, (1 + x)m,m ∈ R, 並驗證兩者相同的

範圍。
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例 9. 試證: 對所有 x ∈ R, ex =
∞
∑

n=0

1
n!x

n。

解. 令 f(x) = ex, 則 f(0) = 1。 對所有 n ∈ N 都有 f (n)(x) = ex, 所以 f (n)(0) = 1, 因此函數

f(x) = ex 對應到的馬克勞林級數為 M(x) =
∞
∑

n=0

1
n!x

n。

以下欲證明: 對所有 x ∈ R, lim
n→∞

Rn(x) = 0: 由拉格朗日餘項 (Lagrange remainder) 知:

Rn(x) =
f (n+1)(θx)

(n+ 1)!
xn+1 =

eθx

(n+ 1)!
xn+1,

其中 θ ∈ [0, 1]。 因為 |Rn(x)| ≤ e|x|

(n+1)! |x|n+1
, 取 N = [[2|x|]], 當 n+ 1 ≥ N 時,

0 ≤ |x|n+1

(n+ 1)!
≤ |x|

n+ 1
· · · · · |x|

N + 1
· |x|
N

· · · · · |x|
2

· |x|
1

≤
(

1

2

)n+1−N

· |x|
N

N !
,

因為 lim
n→∞

(

1
2

)n+1−N · |x|N

N ! = 0, 所以由夾擠定理 (Squeeze Theorem) 知道 lim
n→∞

|x|n+1

(n+1)! = 0, 得到

lim
n→∞

e|x|

(n+1)! |x|n+1 = 0。 因此對所有 x ∈ R, 都有 ex =
∞
∑

n=0

1
n!x

n。

例 10. 試證: 對所有 x ∈ R, sinx =
∞
∑

n=0

(−1)n

(2n+1)!x
2n+1。

解. 令 f(x) = sinx, 則對 k = 0, 1, 2, 3, . . .,

f (4k)(x) = sinx f (4k+1)(x) = cos x f (4k+2)(x) = − sinx f (4k+3)(x) = − cos x

f (4k)(0) = 0 f (4k+1)(0) = 1 f (4k+2)(0) = 0 f (4k+3)(0) = −1,

所以函數 f(x) = sinx 對應到的馬克勞林級數為 M(x) =
∞
∑

n=0

(−1)n

(2n+1)!x
2n+1。

以下欲證明: 對所有 x ∈ R, 餘項 lim
n→∞

Rn(x) = 0。 由拉格朗日餘項 (Lagrange remainder) 知:

|R2n+2(x)| =
∣

∣

∣

∣

f (2n+3)(θx)

(2n+ 3)!
x2n+3

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

cos(θx) · (−1)n−1

(2n+ 3)!
x2n+3

∣

∣

∣

∣

≤ |x|2n+3

(2n + 3)!
,

其中 θ ∈ [0, 1]。 取 N = [[2|x|]], 當 n ≥ N 時,

0 ≤ |x|2n+3

(2n+ 3)!
≤ |x|

2n + 3
· · · · · |x|

N + 1
· |x|
N

· · · · · |x|
2

· |x|
1

≤
(

1

2

)2n+3−N

· |x|
N

N !
,

因為 lim
n→∞

(

1
2

)2n+3−N · |x|N

N ! = 0, 所以由夾擠定理 (Squeeze Theorem) 知道 lim
n→∞

|x|2n+3

(2n+3)! = 0, 因

此 lim
n→∞

|x|2n+3

(2n+3)! = 0, 所以對所有 x ∈ R, 都有 sinx =
∞
∑

n=0

(−1)n

(2n+1)!x
2n+1。

例 11. 試證: 對所有 x ∈ R, cos x =
∞
∑

n=0

(−1)n

(2n)! x
2n。

解. 各位可以仿照 sinx 的方式重新再證一次 cos x 的情形。 然而, 我們也可以這麼想: 既然對所有

x ∈ R, sinx =
∞
∑

n=0

(−1)n

(2n+1)!x
2n+1

, 而且冪級數的逐點收斂就可以推得它是均勻收斂的, 所以由冪級數

的逐項求導定理 (Term-by-Term Di�erentiation Theorem for Power Series), 兩邊對 x 求導之後

即得 cos x =
∞
∑

n=0

(−1)n

(2n)! x
2n。
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最後, 我們要探討的是函數 (1 + x)m, 其中 m ∈ R。

例 12. 給定 m ∈ R, 試求函數 f(x) = (1 + x)m 的馬克勞林級數。

解. 計算

• 因為 f(0) = 1m = 1, 所以 c0 = f(0) = 1。

• 對於 n ∈ N, 因為 f (n)(x) = m(m − 1) · · · (m − n + 1)(1 + x)m−n
, 得到 f (n)(0) = m(m −

1) · · · (m− n+ 1), 於是 cn = m(m−1)···(m−n+1)
n! 。

於是 f(x) = (1 + x)m 的馬克勞林級數是

M(x) = 1 +
m

1!
x+

m(m− 1)

2!
x2 + · · ·+ m(m− 1) · · · (m− n+ 1)

n!
xn + · · · 。

定義 13. 給定 m ∈ R, 而 n 為非負整數, 定義 組合數 (ombination number) 或 二項式係數

(binomial oe�ient) 為

Cm
n =

{

m(m−1)···(m−n+1)
n! 若 n ∈ N

1 若 n = 0。

於是關於 (1 + x)m 的馬克勞林級數可以寫成 M(x) =
∞
∑

n=0
Cm
n xn, 稱為 二項式級數 (binomial

series)。

這裡解釋 Cm
n 的記號。 在中學的時候各位學到的組合數是針對 m 為自然數的情況, 即

Cm
n =

m!

n!(m− n)!
=

m(m− 1)(m− 2) · · · (m− n+ 1)

n!
,

關於中間的記號 m!
n!(m−n)! , 因為階乘的記號專門用在非負整數的情況, 而這個式子經過化簡後得到右

式的寫法就不需要限定 m 是非負整數了, 故以右式重新定義組合數以將此概念推廣至一般實數 m。

從 f(x) = (1 + x)m 得到了馬克勞林級數 M(x) =
∞
∑

n=0
Cm
n xn, 現在要觀察的是 M(x) 的定義

域。 由比值判別法 (Ratio Test) 得知:

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

Cm
n+1x

n+1

Cm
n xn

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

m(m− 1) · · · (m− n)

(n+ 1)!
· n!

m(m− 1) · · · (m− n+ 1)

∣

∣

∣

∣

· |x|

= lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

m− n

n+ 1

∣

∣

∣

∣

· |x| = lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

∣

m
n
− 1

1 + 1
n

∣

∣

∣

∣

∣

· |x| = |x|,

若 |x| < 1, 則 M(x) =
∞
∑

n=0
Cm
n xn 絕對收斂; 若 |x| > 1, 則 M(x) =

∞
∑

n=0
Cm
n xn 發散。

以下將討論二項式級數在端點的收斂性。 端點的收斂性與 m 有關, 分成以下幾種情況討論:
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(A) 若 m ≤ −1, 則

|Cm
n xn| = |Cm

n (±1)n| = |Cm
n | =

∣

∣

∣

∣

m(m− 1)(m− 2) · · · (m− n+ 1)

n!

∣

∣

∣

∣

=
|m||(m− 1)||(m − 2)| · · · |(m− n+ 1)|

n!
≥ 1 · 2 · 3 · · · n

n!
= 1,

所以由發散判別法 (Test of Divergene) 得知: 級數
∞
∑

n=0
Cm
n xn 在 x = ±1 處發散。

(B−1) 若 −1 < m < 0 且 x = −1, 則 0 < −m < 1, 且

Cm
n xn =

m(m− 1)(m− 2) · · · (m− n+ 1)

n!
(−1)n

=
(−m)(1−m)(2−m) · · · (n− 1−m)

n!

=
(−m)

n
· (1−m)

1
· (2−m)

2
· · · (n− 1−m)

n− 1
≥ −m

n
。

因為
∞
∑

n=1
−m

n
發散(p-級數, p = 1), 所以由比較判別法 (Comparison Test) 得知

∞
∑

n=0
Cm
n xn 在

x = −1 處發散。

(B1) 若 −1 < m < 0 且 x = 1, 則
∞
∑

n=0
Cm
n xn =

∞
∑

n=0

m(m−1)(m−2)···(m−n+1)
n! 形成交錯級數。 計算

|Cm
n | =

∣

∣

∣

∣

m(m− 1)(m− 2) · · · (m− n+ 1)

n!

∣

∣

∣

∣

≥
∣

∣

∣

∣

m(m− 1)(m− 2) · · · (m− n+ 1)

n!

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m− n

n+ 1

∣

∣

∣

∣

= |Cm
n+1|,

得知數列遞減。 再則, 計算

|Cm
n | =

∣

∣

∣

∣

m(m− 1)(m− 2) · · · (m− n+ 1)

n!

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

m

1
· (m− 1)

2
· (m− 2)

3
· · · (m− n+ 1)

n

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

(

1− m+ 1

1

)(

1− m+ 1

2

)

· · ·
(

1− m+ 1

n

)∣

∣

∣

∣

=

n
∏

k=1

(

1− m+ 1

k

)

,

因為

ln |Cm
n | = ln

(

n
∏

k=1

(

1− m+ 1

k

)

)

=

n
∑

k=1

ln

(

1− m+ 1

k

)

<

n
∑

k=1

−m+ 1

k

= −(m+ 1)

n
∑

k=1

1

k

且 lim
n→∞

n
∑

k=1

1
k
=

∞
∑

n=1

1
n
= ∞, 得到

ln
(

lim
n→∞

|Cm
n |
)

= lim
n→∞

ln |Cm
n | = −∞ ⇒ lim

n→∞
|Cm

n | = 0.

由交錯級數判別法 (Alternating Series Test) 得知級數
∞
∑

n=0
Cm
n xn 收斂。
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(C) 若 m > 0, 則

lim
n→∞

n

(∣

∣

∣

∣

an
an+1

∣

∣

∣

∣

− 1

)

= lim
n→∞

n

(∣

∣

∣

∣

Cm
n

Cm
n+1

∣

∣

∣

∣

− 1

)

= lim
n→∞

n





∣

∣

∣

m(m−1)···(m−n+1)
n!

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m(m−1)···(m−n)
(n+1)!

∣

∣

∣

− 1





= lim
n→∞

n

(

n+ 1

|m− n| − 1

)

= lim
n→∞

n

(

n+ 1

n−m
− 1

)

= lim
n→∞

(

n(1 +m)

n−m

)

= lim
n→∞

(

1 +m

1− m
n

)

= (1 +m) > 1,

故由拉比判別法 (Raabe's Test) 得知: 級數
∞
∑

n=0
Cm
n xn 收斂。

現將 M(x) =
∞
∑

n=0
Cm
n xn 的收斂區間做一個結論:

(A) 若 m ≤ −1, 則收斂區間為 (−1, 1)。

(B) 若 −1 < m < 0, 則收斂區間為 (−1, 1]。

(C) 若 m ≥ 0,m 6∈ N, 則收斂區間為 [−1, 1]; 若 m ∈ N, 則 M(x) 是一個多項式, 所以 M(x) 在 R

上有定義。

最後, 我們還要證明餘項極限為零。 考慮柯西餘項 (Cauhy remainder)

Rn(x) =
f (n+1)(θx)

n!
(1− θ)nxn+1

=
m(m− 1) · · · (m− n+ 1)(m− n)(1 + θx)m−n−1

n!
(1− θ)nxn+1

= (n+ 1)Cm
n+1x

n+1

(

1− θ

1 + θx

)n

(1 + θx)m−1, 其中 0 ≤ θ ≤ 1 (或是− 1 ≤ θ ≤ 0),

由於冪級數
∞
∑

n=0
(n+1)Cm

n+1x
n+1 的收斂半徑為 1, 所以當 x ∈ (−1, 1) 時, 它的一般項趨近於零, 即

對所有 x ∈ (−1, 1),

lim
n→∞

(n+ 1)Cm
n+1x

n+1 = 0,

又因為 0 ≤ θ ≤ 1, 且 −1 < x < 1, 所以

0 ≤
(

1− θ

1 + θx

)

≤ 1 且 0 < (1 + θx)m−1 ≤ max((1 + |x|)m−1, (1− |x|)m−1),

由此得到: 若 x ∈ (−1, 1), 則

lim
n→∞

Rn(x) = 0,

於是

(1 + x)m =

∞
∑

n=0

Cm
n xn, x ∈ (−1, 1)。

最後, 再利用阿貝爾第二定理 (Seond Abel's Theorem) 得知, 對於 m ∈ R, 若二項式級數在端點

x = 1 或是 x = −1 收斂的話, 那麼
∞
∑

n=0
Cm
n = 2m 或

∞
∑

n=0
Cm
n (−1)n = 0 成立。
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定義 14. 設 f : I → R, 其中 I 為開區間, 以及 x0 ∈ I,

(A) 若存在 δ > 0 以及一個冪級數
∞
∑

n=0
cn(x− x0)

n 使得對所有 x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ I 都有

f(x) =

∞
∑

n=0

cn(x− x0)
n,

則稱函數 f(x) 在 x = x0 處 解析 (analyti at x = x0)。

(B) 若函數 f(x)在區間 I 上的每個點都解析, 則稱 f(x)在 I 上是一個 解析函數 (analyti funtion

on I)。

由上面的討論, 我們可以總結以下結果:

(1) 多項式 (polynomials) p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 在 R 上是解析函數。

(2) 有理函數 (rational funtions) r(x) = p(x)
q(x) , 其中 p(x), q(x) 為多項式, 在其定義域上是解析函

數。

(3) 指數函數 (exponential funtions) f(x) = ax, a > 0, a 6= 1 在 R 上是解析函數。

(4) 對數函數 (logarithmi funtions) f(x) = loga x, a > 0, a 6= 1 在 (0,∞) 上是解析函數。

(5) 正弦函數 f(x) = sinx 與餘弦函數 f(x) = cos x 在 R 上是解析函數。

(6) 冪函數 (power funtions) f(x) = xα, α ∈ R 在其定義域上是解析函數。

這裡補充說明冪函數的解析性質。 給定 x0 是 f(x) = xα 的定義域中的一點, 因為

xα = (x0 + (x− x0))
α = (x0)

α

(

1 +

(

x− x0
x0

))α

,

由前面對於 (1 + x)m,m ∈ R 在 |x| < 1 上是解析函數知道: f(x) = xα 在 |x− x0| < |x0| 上
是解析函數。

以下列出解析函數具有的運算性質:

(A) 假設 f(x), g(x) 在 x = x0 處解析, 而 c ∈ R, 則 f(x) + g(x), f(x)− g(x), cf(x), f(x)g(x) 也

在 x = x0 處解析; 若 g(x0) 6= 0, 則 f(x)
g(x) 也在 x = x0 處解析。

(B) 假設 f(x), g(x) 在 x = x0 處解析, 而且函數
f(x)
g(x) 在 x = x0 的極限存在, 則

f(x)
g(x) 的定義域可

以擴大至包含 x = x0 這個點, 而且函數
f(x)
g(x) 在 x = x0 處解析。

(C) 假設 f(x) 在 x = x0 處解析, 而函數 g(y) 在 y = f(x0) 處解析, 則 g ◦ f(x) = g(f(x)) 在

x = x0 處解析。

關於解析函數與冪級數的操作還有很多故事, 但這裡就先暫時打住, 各位可以回想當初微積分的時候

學到很多有關冪級數的操作手法, 在數學上都可以證明那些操作可行。


