
8

無窮級數理論

這一章將建立無窮級數理論, 單元 8.1 先從無窮級數的意義開始, 這個概念的建立是藉助於第 2 章數

列極限的意義, 由此也從數列極限的理論先得到一些關於無窮級數收斂或發散的一般定理以及級數收

斂或發散與一般項之間的關係。

無窮級數的首要課題是要判斷一個級數是否收斂或發散, 相較於瑕積分理論也曾經探討過收斂或

發散的問題, 而級數理論比起瑕積分來說更為豐富, 所以這一章還會再介紹許多級數收斂或發散的判

別法則。 比方說單元 8.2 將介紹三個正項級數的收斂或發散判別法: 積分判別法、比較判別法、極限比

較判別法。 關於積分判別法就是透過瑕積分的收斂或發散理論推導出來的結果。 到了單元 8.3 則是探

討一般級數的收斂或發散, 這裡就會提供更多的判別法, 像是交錯級數判別法、比值判別法、根式判別

法、拉比判別法、阿貝爾判別法、狄立克萊判別法。 介紹這麼多的判別法在數學上是基於論述的嚴謹性,

把建構的過程逐步確實呈現, 而在分析級數理論的過程中, 其實更重要的一個精神是在於如何利用等

級的眼光重新觀察級數收斂或發散, 若能確實掌握等級的原理與級數收斂或發散的關係, 那麼對於一

些不過於複雜的級數就可以從等級的原理快速預判級數的收斂性, 而上述所列的各式各樣的判別法都

只是基於數學的完整呈現所需的一個過程。

無窮級數的另一個課題是關於極限與運算之間的相容性。 中學以前的數學, 對於數字之間的運算

像是結合律、交換律、分配律等問題都是視為理所當然, 在接受了這些規則下繼續討論後面的數學問題。

但是數學的系統一旦牽涉到極限 (像是無窮級數也是由極限所衍伸出的一個產物), 那麼所有當初視為

理所當然的運算規則都必須重新檢視。 所以單元 8.4 是從結合律、交換律、分配律這些數學的結構探討

無窮級數收斂或發散對於這些結構的影響。

無窮級數理論的建立是為了之後要研究函數項數列以及函數項級數而做的前置作業。 特別地, 函

數項級數在近代數學有非常多發展與應用, 從冪級數到泰勒級數理論甚至是傅立葉級數理論, 將這些

級數理論與泛函分析或是測度論結合則對數學分析有全新的認識。 這類的函數項級數理論是基於以下

理念: 若想了解一個函數, 那麼試圖將它拆解成無限多個函數之和, 而函數加總的重現可將函數對於

某個特徵的重要性依照求和之順序呈現, 如此就能從中觀察每個函數的特性; 此時, 能否確實將函數拆

解就是牽涉到級數收斂性的問題。 此外, 很多問題也涉及迭代或是遞迴的過程, 這類不斷重覆、依照某

個規則操作產生的數學式很容易形成級數的樣貌, 因而我們勢必要對級數理論做更深入地了解。 若要

利用電腦處理問題, 則會將問題設計並拆解成很多步驟再讓電腦運算, 不論是問題的本身或是處理問

題而使用某種演算法所耗的時間之估算, 如何讓電腦發揮最大的效能, 這也是級數問題的一環。
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8.1 無窮級數的基本性質

第 2 章曾經介紹無窮數列 (infinite sequence) 理論, 針對一串永無止盡排列的數字 {an}∞n=1 想要探

索它的行為, 口語上來說是想觀察這串數字是不是會和某個實數 L ∈ R 愈來愈接近。 在數學上引進了

ε-N 語言 (ε-N language) 清楚地描述這個現象並且引發一系列的討論以判斷數列是否收斂。

這一章想要進一步研究無窮級數 (infinite series) 問題, 概念上是希望將這個無窮數列的所有數字

都加總起來。 但是實際上我們無法真正辦到把 「所有」 數字相加, 這是因為不管你用多大的力氣將前

面很多個數字加起來了, 然而後面的數字無止盡, 總是會有數字沒被加到。 這時我們需要用另一種思

維取代所謂數字全部加起來的概念, 以下的級數定義就是解決這個問題的新觀點。

定義 1. 給定無窮數列 {an}∞n=1,

(A) 定義 部份和數列 (partial sum sequence) {sn}∞n=1 為 sn =
n
∑

k=1

ak = a1 + a2 + · · ·+ an。

(B) 定義 無窮級數 (infinite series) 為部份和數列的極限; 也就是說,

∞
∑

n=1

an
定義
== lim

n→∞
sn = lim

n→∞

n
∑

k=1

ak = lim
n→∞

(a1 + a2 + · · · + an)。

(C) 若部份和數列 {sn}∞n=1 收斂, 換言之, 極限 lim
n→∞

sn = s 存在, 則稱無窮級數
∞
∑

n=1
an 收斂

(convergent),極限值 s 稱為 級數和 (sum of the series)。

(D) 若部份和數列 {sn}∞n=1 發散, 則稱無窮級數
∞
∑

n=1
an 發散 (divergent)。

各位在中學的時候一定有學過兩類很特別的數列與級數: 等差數列與等差級數、等比數列與等比

級數。 所謂 等差數列 {an}∞n=1 是指該數列後項與前項的差為定值 d, 這個定值稱為 公差 (common

difference)。 因為對所有 n ∈ N 都有 an+1 − an = d, 所以我們可以把等差數列的一般項改寫成用首

項 a1 與公差 d 來表示, 即 an = a1 + (n− 1)d。 除此以外, 若要研究等差級數, 那麼它的部份和數列

{sn}∞n=1 為 sn = na1 +
n(n−1)

2 d。

這一章感興趣的問題是無窮級數的部份, 所以對於等差級數來說, 若要問等差級數
∞
∑

n=1
an 的收斂

性, 就是在問極限

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

(

na1 +
n(n− 1)

2
d

)

= lim
n→∞

n

(

a1 +
n− 1

2
d

)

是否存在。 此時分兩種情況討論:

(A) 如果 a1 6= 0 或 d 6= 0, 則存在 N ∈ N 使得對所有 n ≥ N 都有 a1+
n−1
2 d 6= 0, 於是 lim

n→∞
sn

不存在, 故等差級數發散。

(B) 如果 a1 = 0 且 d = 0, 則 lim
n→∞

sn = lim
n→∞

0 = 0 收斂, 此時, {an}∞n=1 = {0}∞n=1。
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由上面的討論知道: 無窮等差數列只有在首項 a1 = 0 且公差 d = 0 的時候, 則 {an}∞n=1 每一項都為

0, 得到無窮等差級數收斂, 否則無窮等差數列都發散。 所以等差數列在無窮級數的理論來說一點也不

有趣, 也不會再有什麼新奇的事情發生。

但是等比數列還有對應的等比級數則是在無窮級數理論當中佔了非常重要的地位, 它是級數理論

中相當重要的模型, 我們有必要先花時間徹底地討論它。

例 2 (等比級數). 試論 等比級數 (geometric series) 的收斂性與級數和: 給定 a 6= 0 與 r ∈ R, 則

∞
∑

n=1

arn−1 =











a

1− r
若 |r| < 1

發散 若 |r| ≥ 1。

證明:

(A) 若 r 6= 1, 計算部份和:

sn = a+ ar + ar2 + · · ·+ arn−1

r · sn = ar + ar2 + · · ·+ arn−1 + arn,

兩式相減後得到

(1− r)sn = a− arn = a(1− rn) ⇒ sn =
a(1− rn)

1− r
,

因為等比數列 (geometric sequence) 的收斂與發散情況如下:

lim
n→∞

rn =















0 若 − 1 < r < 1

1 若 r = 1

發散 若 r > 1 或 r ≤ −1,

所以

∞
∑

n=1

arn−1 = lim
n→∞

sn = lim
n→∞

a(1− rn)

1− r
=











a

1− r
若 |r| < 1

發散 若 r > 1 或 r ≤ −1。

(B) 若 r = 1, 因為 a 6= 0, 所以
∞
∑

n=1
arn−1 = lim

n→∞

n
∑

k=1

a = lim
n→∞

na 發散。

從上面的討論當中, 我們看到等比級數的部份和 sn 可以清楚地寫出一般式, 所以此時得以直接計

算這個部份和數列的極限以確定等比級數的收斂性。 一般來說, 給定一個無窮級數, 它的部份和要有

明確表達式 (清楚地寫出它與 n 的關係式) 是可遇而不可求的, 但是根據無窮級數的定義知道: 研究

級數收斂或發散的問題本質上是在探討部份和數列之收斂或發散, 所以就算部份和數列只是形式上的

表達, 我們仍然可以藉助第 2 章建立出來的數列理論先推得幾個無窮級數的基本性質。
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這裡, 我們先給出收斂的無窮級數的線性性質。

定理 3 (線性性質).

(A) 若無窮級數
∞
∑

n=1
an 與

∞
∑

n=1
bn 都收斂, 則

∞
∑

n=1
(an ± bn) 收斂, 並且有

∞
∑

n=1

(an ± bn) =

∞
∑

n=1

an ±
∞
∑

n=1

bn。 (1)

(B) 若無窮級數
∞
∑

n=1
an 收斂, 而 c ∈ R, 則

∞
∑

n=1
c · an 收斂, 並且有

∞
∑

n=1

c · an = c

∞
∑

n=1

an。

證明:

(A) 記 sn =
n
∑

k=1

ak 與 tn =
n
∑

k=1

bk, 則

∞
∑

n=1

(an ± bn) = lim
n→∞

n
∑

k=1

(ak ± bk) = lim
n→∞

(

n
∑

k=1

ak ±
n
∑

k=1

bk

)

= lim
n→∞

(sn ± tn)

= lim
n→∞

sn ± lim
n→∞

tn =

∞
∑

n=1

an ±
∞
∑

n=1

bn。

(B) 記 sn =
n
∑

k=1

ak, 而 c ∈ R, 則

∞
∑

n=1

c · an = lim
n→∞

n
∑

k=1

c · ak = lim
n→∞

c

n
∑

k=1

ak = lim
n→∞

c · sn = c lim
n→∞

sn = c

∞
∑

n=1

an。

這個定理表面上看起來非常自然, 各位在考慮級數問題時下意識就會直接把兩級數拆開來寫或者

是將係數自動提到外面, 但是多數人都不太留意其實這兩個等式成立是有條件的; 也就是說, 我們必須

先確定每個級數皆收斂的情況下等式才有意義, 所以像

∞
∑

n=1

(

1 +
1

2n

)

=

∞
∑

n=1

1 +

∞
∑

n=1

1

2n

或是

∞
∑

n=1

3 · 2n = 3

∞
∑

n=1

2n

其實在數學寫作上都是不被允許的表示法, 應避免寫出這類的式子。
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若從證明的過程來看定理,這裡的論述純粹只是將數列極限的加、減法與係數乘法之結果套用到部

份和數列。 但是回想數列極限的定理, 除了加、減與係數乘法外, 還有乘法與除法等其它規則。 要注意

的是, 不應過度詮釋把數列極限的乘法與除法結果誤用到級數的情況; 也就是說,

∞
∑

n=1

an · bn 6=
∞
∑

n=1

an ·
∞
∑

n=1

bn,

這是因為左式的部份和與右式兩級數的部份和相乘本來就不一樣, 只要寫出兩邊各自的部份和 (至少

兩項) 之後就會發現不同。

最後, 我們再重新思考級數的意義下, 定理結論之等式兩側本質上不一樣。 就以 (1) 式來說, 先給

定兩個數列 {an}∞n=1 與 {bn}∞n=1, 等式的左邊是先考慮兩數列逐項相加或逐項相減後得到的新數列

{cn}∞n=1 = {an ± bn}∞n=1, 然後再觀察新的無窮級數之收斂性; 而等式右邊則是先分別求得級數和之

後, 再把兩級數和相加, 這裡可以看出兩者在操作上的先後順序不同。

我們知道: 數字的四則運算有優先順序, 也就是先乘除後加減, 而括號的添加會讓運算優先度提

前; 換言之, 括號內的操作必須先執行。 以下定理說明原級數與某些項加括號後的級數之關係, 若以數

學的術語來說, 這件事是在探討無窮級數加法結合律 (associative law of addition) 的問題。

定理 4 (加法結合律). 若無窮級數
∞
∑

n=1
an 收斂, 則將某些項加括號之後所成的級數

(a1 + a2 + · · · + an1
) + (an1+1 + an1+2 + · · · + an2

) + · · ·

+ (ank−1+1 + ank−1+2 + · · ·+ ank
) + · · ·

收斂, 並且級數和相同。

在證明這個定理之前, 我們先花一些時間認識上面式子的寫法。 首先在無窮數列 {an}∞n=1 中選出

一個子數列 {ank
}∞k=1, 這個子數列的每一項代表每一組括號當中的最後一項, 所以第一組就是在 a1

與 an1
前後加上括號, 然後再從 an1

的下一項, 也就是在 an1+1 和 an2
前後加上括號, 依序下去就可

以完全描述加括號的概念。 在思考這個新的級數和時, 則是優先處理括號內的運算, 然後再看第一組

括號所得之值加上第二組括號得到的結果依序相加而得部份和數列之極限。

證明: 設 {sn}∞n=1 為
∞
∑

n=1
an 的部份和數列。 記 n0 = 0, 對於 k ∈ N, 令

bk = ank−1+1 + ank−1+2 + · · ·+ ank
,

則先將某些項加括號之後所得的無窮級數可表示為
∞
∑

k=1

bk, 其部份和數列記為 {tk}∞k=1. 於是對所有

k ∈ N, 都有 tk = snk
; 也就是說, 數列 {tk}k=1 = {snk

}∞k=1 是 {sn}∞n=1 的一個子數列。 因為

{sn}∞n=1 收斂, 所以由數列與子數列的收斂關係得知 {tk}∞k=1 也收斂。

這裡注意到關於加法的結合律並不會更動這個級數一般項的前後順序, 若級數一般項的前後順序

更動, 則牽涉到的概念是加法交換律 (commutative law of addition) 的問題, 我們會在之後的單元

才會探討這個問題。
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此外, 由證明的過程中知道無窮級數的結合律對應到部份和數列的子數列之收斂性, 也就是利用

「若數列收斂, 則它的任何子數列也收斂, 並且極限值相同」 這個結果, 所以將這個敘述的否逆命題寫

下來則為 「若子數列發散, 或是存在兩個子數列收斂但是極限值不同, 則原數列發散」, 再將此結果用

到級數理論上, 則可以得到: 「給定無窮級數
∞
∑

n=1
an, 若有一種添加括號的方法所得之級數發散, 或是

若有兩種添加括號的方法所得的級數和不同, 則無窮級數發散。」。 例如: 考慮無窮級數
∞
∑

n=1
(−1)n+1,

若對於每個奇數 k, 將第 k 項與第 k + 1 項前後加上括號, 則它的部份和數列會對應於原級數部份

和之子數列 {s2n}∞n=1 = {0}∞n=1, 於是 lim
n→∞

s2n = 0; 若對於每個偶數 l, 將第 l 項與第 l + 1

項前後加上括號, 則它的部份和數列會對應於原級數部份和之子數列 {s2n−1}∞n=1 = {1}∞n=1, 於是

lim
n→∞

s2n−1 = 1。 因為 lim
n→∞

s2n 6= lim
n→∞

s2n−1, 所以
∞
∑

n=1
(−1)n+1 發散。

以下要給出級數收斂與原數列極限之關係。

定理 5 (級數收斂的必要條件). 若無窮級數
∞
∑

n=1
an 收斂, 則 lim

n→∞
an = 0。

證明: 因為無窮級數
∞
∑

n=1
an 收斂, 記 s =

∞
∑

n=1
an = lim

n→∞
sn, 其中 {sn}∞n=1 是

∞
∑

n=1
an 的部份和數

列。 因為 an = sn − sn−1, 所以

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(sn − sn−1) = lim
n→∞

sn − lim
n→∞

sn−1 = s− s = 0。

這個定理的逆敘述不對, 也就是 「若 lim
n→∞

an = 0, 則
∞
∑

n=1
an 收斂」 不一定成立。 比方說考慮級數

1

1
+

1

2
+

1

2
+

1

3
+

1

3
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
+ · · ·+ 1

n
+ · · · ,

其中這個級數對應到的數列之特色為: 從 n = 1, 2, 3, . . . 依序列出 n 個 1
n
。 注意到此級數一般項之極

限為 0。 假設這個無窮級數收斂, 則由加法結合律知道加括號後的級數也會收斂, 但是, 當我們考慮以

下添加括號的方式:

1

1
+

(

1

2
+

1

2

)

+

(

1

3
+

1

3
+

1

3

)

+ · · ·+
(

1

n
+ · · ·+ 1

n

)

+ · · · ,

這個級數的部份和數列為 {tk}∞k=1 = {k}∞k=1, 而 lim
k→∞

tk 發散與 定理 4 的結論矛盾。 故數列的一般

項趨近於零不見得無窮級數收斂。

至於 定理 5 的否逆命題則是一個常用來判斷無窮級數發散的方法。

推論 6 (發散判別法, Test of Divergence). 考慮無窮級數
∞
∑

n=1
an, 若極限 lim

n→∞
an 不存在, 或者是

lim
n→∞

an = L 6= 0, 則無窮級數
∞
∑

n=1
an 發散。

之前討論等比級數的例子, 我們也可以透過發散判別法得知等比級數
∞
∑

n=1
arn−1, a 6= 0 在公比為

r ≥ 1 或是 r ≤ −1 的時候發散。
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第三章曾經介紹過數列的柯西收斂準則, 現將部份和用數列的柯西收斂準則寫出, 則得以下級數

版本的柯西收斂準則, 而這個敘述是級數收斂的充分必要條件。

定理 7 (柯西收斂準則, Cauchy Convergence Criterion). 無窮級數
∞
∑

n=1
an 收斂的充分必要條件是:

對任意 ε > 0, 存在 N ∈ N 使得對所有 m > n ≥ N , 都有

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=n+1

ak

∣

∣

∣

∣

∣

< ε。

證明: 記 {sn}∞n=1 為無窮級數
∞
∑

n=1
an 的部份和數列。 級數收斂表示 lim

n→∞
sn 存在, 由柯西收斂準則

(Cauchy Convergence Criterion) 得知: 極限 lim
n→∞

sn 存在等價於對任意 ε > 0, 存在 N ∈ N 使得

對所有 m > n ≥ N , 都有

|sm − sn| < ε ⇔
∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=1

ak −
n
∑

k=1

ak

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=n+1

ak

∣

∣

∣

∣

∣

< ε。

以下舉例說明如何利用柯西收斂準則判斷級數的收斂或發散。

例 8. 判斷無窮級數
∞
∑

n=1

1
n2 是收斂或是發散。

解. 對於 m,n ∈ N, 不妨設 m > n, 計算

|sm − sn| =
1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 2)2
+ · · ·+ 1

m2
<

1

n(n+ 1)
+

1

(n+ 1)(n + 2)
+ · · ·+ 1

(m− 1)m

=

(

1

n
− 1

n+ 1

)

+

(

1

n+ 1
− 1

n+ 2

)

+ · · · +
(

1

m− 1
− 1

m

)

=
1

n
− 1

m
<

1

n
,

由上述分析得知: 給定任意 ε > 0, 取 N = [[1
ε
]] + 1, 則對所有 m > n ≥ N , 都有 m > n ≥ N =

[[1
ε
]] + 1 > 1

ε
, 即 1

m
< 1

n
< ε, 於是對所有 m > n > N , 都有

|sm − sn| <
1

n
< ε,

故由柯西收斂準則 (Cauchy Convergence Criterion) 得知無窮級數
∞
∑

n=1

1
n2 收斂。

例 9. 判斷無窮級數
∞
∑

n=1

1
n
是收斂或是發散。

解. 取 ε = 1
2 , 對任意 n ∈ N, 取 m = 2n, 則

|sm − sn| =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ n
≥ 1

n+ n
+

1

n+ n
+ · · ·+ 1

n+ n
=

n

n+ n
=

1

2
,

故由柯西收斂準則 (Cauchy Convergence Criterion) 得知無窮級數
∞
∑

n=1

1
n
發散。
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例 10. 判斷無窮級數
∞
∑

n=1

(−1)n+1

n
是收斂或是發散。

解. 對於 m,n ∈ N, 不妨設 m > n, 觀察

|sm − sn| =
∣

∣

∣

∣

∣

m−n
∑

k=1

(−1)n+k+1

n+ k

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

(−1)n+2

n+ 1
+

(−1)n+3

n+ 2
+ · · ·+ (−1)m

m− 1
+

(−1)m+1

m

∣

∣

∣

∣

(A) 若 m− n 是奇數, 則

|sm − sn| =
1

n+ 1
−
(

1

n+ 2
− 1

n+ 3

)

− · · · −
(

1

m− 1
− 1

m

)

<
1

n+ 1
<

1

n
。

(B) 若 m− n 是偶數, 則

|sm − sn| =
1

n+ 1
−
(

1

n+ 2
− 1

n+ 3

)

− · · · −
(

1

m− 2
− 1

m− 1

)

− 1

m
<

1

n+ 1
<

1

n
。

無論何種情況, 對任意正數 ε > 0,都可以取 N = [[1
ε
]]+1, 則對所有 m > n ≥ N 都有 |sm−sn| < ε,

因此無窮級數
∞
∑

n=1

(−1)n+1

n
收斂。

除了利用上述方法確定級數的收斂外, 若能將級數和求出對數學家而言是件夢寐以求的事; 換言

之, 一個級數若可以找到級數和相對來說是非常特殊的情況。 通常級數和的證明是要透過其它數學理

論才能求得, 而且證明的手法也千變萬化, 甚至有更多的級數只知其收斂但是級數和懸而未解。 不過,

就以上面所提的級數來說, 數學家歐拉 (Leonhard Euler, 1707–1783) 首先證明了
∞
∑

n=1

1
n2 = π2

6 ; 至

於級數和
∞
∑

n=1

(−1)n+1

n
= ln 2 則是另一個相當深刻的結果。 這兩個級數和若之後有機會再加以證明,

這一章的重點將專注於判定無窮級數的收斂或發散。

8.2 正項級數的收斂判別法

如前一節所言, 對於一般的無窮級數, 若要把它的部份和數列明確寫出來是件可遇而不可求的事, 那麼

在問無窮級數收斂或發散時, 我們勢必要透過旁敲側擊或者是間接的手法了解, 於是產生了很多相關

的理論。

這一節我們先專心研究 正項級數 (series with positive terms) 的收斂性, 也就是型如
∞
∑

n=1
an, 其

中 an > 0 的無窮級數; 下一節再分析一般項有正有負的無窮級數。 分兩個階段進行級數的討論是有

原因的, 一來, 每一項都是正的級數較為單純, 正負消長的級數有時會增加分析上的複雜度; 二來, 對

於有正有負的級數之理論需要用到正項級數的結果。

這一節要介紹三個正項級數判別法, 第一個稱為積分判別法 (Integral Test), 它是藉助瑕積分的

收斂發散理論而得級數收斂性之定理。 另外兩個稱為比較判別法 (Comparison Test) 與極限比較判

別法 (Limit Comparison Test), 若各位仔細研究後便會發現這兩個判別法和當初瑕積分的情況是相

近的概念, 故對於判別法的取名也沿用同樣的術語。
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定理 1 (積分判別法, Integral Test). 假設 f(x) 在 [1,∞) 上是連續、恆正、遞減的函數。 記 an =

f(n), 則正項級數
∞
∑

n=1
an 與瑕積分

∫∞
1 f(x) dx 具有相同收斂或發散的性質。

證明: 因為 f(x) 在 [1,∞) 上是連續、恆正、遞減的函數, 所以對所有 k ∈ N, 函數 f(x) 在區間

[k, k + 1] 上是可積分的, 並且有不等式 f(k + 1) ≤ f(x) ≤ f(k), 於是

ak+1 = f(k + 1) · 1 =

∫ k+1

k

f(k + 1) dx ≤
∫ k+1

k

f(x) dx ≤
∫ k+1

k

f(k) dx = f(k) · 1 = ak,

將不等式對於 k 從 1 加總到 n− 1 則得

n
∑

k=2

ak =

n−1
∑

k=1

ak+1 ≤
∫ n

1
f(x) dx =

n−1
∑

k=1

∫ k+1

k

f(x) dx ≤
n
∑

k=1

ak。 (2)

記 {sn}∞n=1 是正項級數
∞
∑

n=1
an 的部份和數列。

(A) 因為
∞
∑

n=1
an 是正項級數, 所以 {sn − a1}∞n=1 是遞增數列, 若瑕積分

∫∞
1 f(x) dx 收斂, 則不

等式 (2) 說明

sn − a1 ≤
∫ n

1
f(x) dx ≤

∫ ∞

1
f(x) dx,

它表示數列 {sn − a1}∞n=1 有上界, 由單調有界定理 (Monotonic Sequence Theorem) 得知

{sn − a1}∞n=1 收斂, 即 lim
n→∞

(sn − a1) = L ∈ R, 於是級數

∞
∑

n=1

an = lim
n→∞

sn = lim
n→∞

(sn − a1 + a1) = lim
n→∞

(sn − a1) + lim
n→∞

a1 = L+ a1

收斂。

(B) 若瑕積分
∫∞
1 f(x) dx 發散, 則 (2) 式告知: 對任意 M > 0, 存在 N ∈ N 使得對所有 n > N

都有

sn =

n
∑

k=1

ak ≥
∫ n

1
f(x) dx > M,

於是 {sn}∞n=1 發散, 即
∞
∑

n=1
an 發散。

積分判別法在級數理論的重要性在於: 因為我們從瑕積分理論中知道標準模型
∫∞
1

1
xp dx 的收斂

與發散結果, 它可以幫助我們建立 p-級數的收斂或發散。 現將定義與結果呈現如下:

定義 2. 給定 p ∈ R, 型如
∞
∑

n=1

1
np 的無窮級數稱為 p-級數 (p-series)。
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例 3. 證明: p-級數
∞
∑

n=1

1
np 若 p > 1 收斂; 若 p ≤ 1 發散。

證明:

(A) 若 p > 0, 考慮 f(x) = 1
xp , 則 f(x) 在 [1,∞) 上連續、恆正、遞減。 因為瑕積分

∫∞
1

1
xp dx 若

p > 1 收斂, 若 p ≤ 1 發散, 所以 p-級數
∞
∑

n=1

1
np 若 p > 1 收斂, 若 0 < p ≤ 1 發散。

(B) 若 p ≤ 0, 記 an = 1
np , 因為 lim

n→∞
an = lim

n→∞
1
np 6= 0, 由發散判別法 (Test of Divergence) 得

知: p-級數
∞
∑

n=1

1
np 若 p ≤ 0 時發散。

(C) 綜合 (A) 與 (B) 的結果, 得知: p-級數
∞
∑

n=1

1
np 若 p > 1 收斂; 若 p ≤ 1 發散。

這裡做一個註記: 我們在單元 8.1 利用柯西收斂準則 (Cauchy Convergence Criterion) 證明了

p-級數在 p = 1, 2 的情況。

關於 p-級數
∞
∑

n=1

1
np 和等比級數

∞
∑

n=1
arn−1, 它們是兩類重要的標準模型, 之後將發展出很多理論

與判別法, 在實際應用時, 經常會和這兩類級數進行比較而得到其它無窮級數的收斂性。

以下再舉一個例子說明積分判別法的特色。

例 4. 對於 p > 0, 判斷無窮級數
∞
∑

n=2

lnn
np 是收斂或是發散。

證明: 考慮函數 f(x) = lnx
xp , 若要使用積分判別法, 必須檢查函數滿足條件的範圍。 對所有 p > 0, 函

數 f(x) = lnx
xp 在 [2,∞) 上連續且恆正。 欲討論函數遞減的範圍, 因為

f ′(x) =
xp · 1

x
− lnx · pxp−1

x2p
=

1− p lnx

xp+1
,

解不等式 f ′(x) < 0 得到 1− p lnx < 0, 即 x > e
1

p 。 記 Ap = max([[e
1

p ]] + 1, 2) = [[e
1

p ]] + 1。

因為 f(x) = lnx
xp 在 [Ap,∞) 上連續、恆正、遞減, 而瑕積分

∫∞
Ap

lnx
xp dx 若 p > 1 收斂; 若 p ≤ 1

發散 (詳見第 7 章 7.2 節 例 3 討論), 所以由積分判別法 (Integral Test) 得知:

(A) 若 p > 1, 則
∞
∑

n=Ap

lnn
np 收斂, 因此

∞
∑

n=1

lnn
np 收斂。

(B) 若 0 < p ≤ 1, 則
∞
∑

n=Ap

lnn
np 發散, 因此

∞
∑

n=1

lnn
np 發散。

在進入下一個判別法之前, 我們再對積分判別法進一步討論。 這裡想問的是: 為什麼函數 f(x) 需

要遞減這個條件? 也就是說, 如果只要求 f(x) 在 [1,∞) 上連續以及恆正, 而且瑕積分
∫∞
1 f(x) dx

收斂的話, 記 an = f(n), 那麼有辦法證明
∞
∑

n=1
an 也是收斂嗎?
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若從證明的過程來看, 積分判別法之建立主要是用到 (2) 這個不等式, 若函數 f(x) 遞減, 函數與

x-軸在討論範圍內所圍出的區域面積會被兩組長方形面積之總和有上界與下界的控制。 以下要構造一

個不是遞減的函數 f(x), 瑕積分
∫∞
2 f(x) dx 收斂, 但是

∞
∑

n=2
an =

∞
∑

n=2
f(n) 發散。 這個函數 f(x)

的表示法如下: 對於 n ≥ 2, n ∈ N,

f(x) =















2(1 − 1
n
)(x− n) + 1

n
若 x ∈ [n − 1

2n , n]

2
(

n
(n+1)2 − 1

)

(x− n) + 1
n
若 x ∈ [n, n+ 1

2n ]

1
(n+1)2 若 x ∈ [n + 1

2n , (n + 1)− 1
2(n+1) ],

函數 f(x) 的表達式看起來很複雜, 實際上若用圖形示意則可以很快看出其特色:

x

y

n− 1
2n n n + 1

2n

f(x)1
n

1
n+1

1
(n+1)2

圖 8.1: 若函數沒有遞減的性質時, 無法由瑕積分收斂推得級數收斂。

這個函數在每個 n ∈ N, n ≥ 2 的附近都有一座 「山峰」, 而兩座山峰之間由一條水平線連接。 每

個山峰在 x = n 的地方達到局部極大值 1
n

, 而山形的寬度為 1
n

, 所以我們在 x = n 的左、右兩側抓出

x = n− 1
2n 與 x = n+ 1

2n 兩個點, 透過兩座山之間的水平線要求高度為 1
(n+1)2 之下構造每座山峰

的形狀。 以下要計算瑕積分
∫∞

7

4

f(x) dx, 實際上就是在計算函數與 x-軸在 x = 7
4 的右邊所圍成的面

積。 首先計算介於一個山峰配上水平線與 x-軸之間的面積: 對於 n ≥ 2, n ∈ N,

An =

(

1

n2
+

1

n
+

1

n
+

1

(n + 1)2

)

1

2n
· 1
2
+

1

(n+ 1)2

(

(n+ 1)− 1

2(n+ 1)
−
(

n+
1

2n

))

,

這裡先將上式中帶有 1
(n+1)2 的項進行整理:

1

(n + 1)2

(

1

4n
+ (n+ 1)− 1

2(n + 1)
−
(

n+
1

2n

))

=
1

(n+ 1)2

(

1− 1

2(n + 1)
− 1

4n

)

,

所以

An =

(

1

n2
+

2

n

)

1

4n
+

1

(n+ 1)2

(

1− 1

2(n + 1)
− 1

4n

)

≤
(

1

n
+

2

n

)

1

4n
+

1

n2
=

7

4n2
,

因此

∫ ∞

2
f(x) dx ≤

∫ ∞

7

4

f(x) dx =

∞
∑

n=2

An ≤
∞
∑

n=2

7

4n2

得知瑕積分收斂, 但是級數
∞
∑

n=2
an =

∞
∑

n=2
f(n) =

∞
∑

n=2

1
n
發散。
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以下兩個判法也和瑕積分介紹過的判別法有異曲同工之妙, 各位應好好體會兩者關聯並融會貫通。

定理 5 (比較判別法, Comparison Test). 假設無窮級數
∞
∑

n=1
an 與

∞
∑

n=1
bn 滿足對所有 n ∈ N 都有

0 < an ≤ bn。

(A) 若級數
∞
∑

n=1
bn 收斂, 則級數

∞
∑

n=1
an 收斂。

(B) 若級數
∞
∑

n=1
an 發散, 則級數

∞
∑

n=1
bn 發散。

證明: 考慮兩級數之部份和 sn =
n
∑

k=1

ak 與 tn =
n
∑

k=1

bk,

(A) 因為兩級數皆為正項級數, 所以部份和數列 {sn}∞n=1 與 {tn}∞n=1 皆為遞增數列。 因為
∞
∑

n=1
bn

收斂, 記 t =
∞
∑

n=1
bn。 因為對所有 k ∈ N 都有 ak ≤ bk, 所以 sn ≤ tn ≤ t。 由單調有界定理

(Monotonic Sequence Theorem) 得知 {sn}∞n=1 收斂; 換言之, 級數
∞
∑

n=1
an 收斂。

(B) 因為級數
∞
∑

n=1
an 發散, 則 lim

n→∞
sn = ∞, 所以 lim

n→∞
tn = ∞, 因此級數

∞
∑

n=1
bn 發散。

例 6. 判斷無窮級數 (A)
∞
∑

n=1

n2+4n−1
n3−2n+5 (B)

∞
∑

n=1

n+3
3n3−2n2+1 是收斂或是發散。

解.

(A) 因為

n2 + 4n− 1

n3 − 2n+ 5
=

1
2n

2 + 4n+ 1
2(n

2 − 2)

n3 − 2n+ 5

n≥2
≥

1
2n

2 + 0 + 0

n3 + 0 + n3
=

1

4n
,

而
∞
∑

n=1

1
4n 發散, 由比較判別法 (Comparison Test) 得知級數

∞
∑

n=1

n2+4n−1
n3−2n+5 發散。

(B) 因為

n+ 3

3n3 − 2n2 + 1
=

n+ 3

2n3 + n2(n− 2) + 1

n≥3
≤ n+ n

2n3 + 0 + 0
=

1

n2
,

而
∞
∑

n=1

1
n2 收斂, 由比較判別法 (Comparison Test) 得知級數

∞
∑

n=1

n+3
3n3−2n2+1 收斂。

我想各位應該看得出來級數的收斂發散也和等級有關。 在 (A) 的例子中, 若對於分子 n2+4n−1

與分母 n3 − 2n + 5 各自將最高的等級抓出來, 則為 n2 與 n3, 所以級數
∞
∑

n=1

n2+4n−1
n3−2n+5 的行為會與

∞
∑

n=1

n2

n3 =
∞
∑

n=1

1
n
相似, 於是預期級數發散。 至於 (B) 的情況, 若將分子 n+ 3 與分母 3n3 − 2n2 + 1

各自將最高的等級抓出來, 則為 n 與 3n3, 所以級數
∞
∑

n=1

n+3
3n3−2n2+1 的行為會與

∞
∑

n=1

n
3n3 =

∞
∑

n=1

1
3n2

相似, 於是預期級數收斂。 至於嚴格的數學論述可以透過上述的方法呈現。
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定理 7 (極限比較判別法, Limit Comparison Test). 假設
∞
∑

n=1
an 與

∞
∑

n=1
bn 皆為正項級數, 若

lim
n→∞

an

bn
= C > 0,

則無窮級數
∞
∑

n=1
an 與

∞
∑

n=1
bn 具有同樣的收斂或發散性質。

證明: 因為 lim
n→∞

an

bn
= C > 0, 取 ε = C

2 > 0, 存在 N ∈ N 使得對所有 n > N 都有

∣

∣

∣

∣

an

bn
− C

∣

∣

∣

∣

<
C

2
⇒ 1

2
C <

an

bn
<

3

2
C ⇒ 1

2
C · bn < an <

3

2
C · bn,

(A) 因為對所有 n > N 都有 1
2C · bn < an, 得到 bn < 2

C
· an。 若級數

∞
∑

n=1
an 收斂, 則

∞
∑

n=N+1
an

收斂,得到
∞
∑

n=N+1

2
C
·an 也收斂, 由比較判別法 (Comparison Test)得知: 無窮級數

∞
∑

n=N+1

bn

收斂, 因此
∞
∑

n=1
bn =

N
∑

n=1
bn +

∞
∑

n=N+1

bn 收斂。

(B) 因為對所有 n > N 都有 an < 3
2C ·bn,得到 2

3C ·an < bn。若級數
∞
∑

n=1
an發散, 則

∞
∑

n=N+1

an發

散, 得到
∞
∑

n=N+1

2
3C · an 也發散, 由比較判別法 (Comparison Test) 得知: 無窮級數

∞
∑

n=N+1
bn

發散, 因此
∞
∑

n=1
bn =

N
∑

n=1
bn +

∞
∑

n=N+1
bn 發散。

由極限比較判別法的判別式, 它更能突顯級數收斂或發散與等級的關係, 因為這個判別式就是告

知等級較低的量對上等級較高的量來說微乎其微, 故等級較低的量不會影響級數收斂性。

例 8. 試就 p ∈ R 討論
∞
∑

n=1

1
np sin

(

1
n

)

的收斂性。

解. 注意到對於 n ∈ N, 因為 0 < 1
n
≤ 1 < π

2 , 所以 0 < sin
(

1
n

)

< 1, 得知
∞
∑

n=1

1
np sin

(

1
n

)

是正項級

數。 記 an = 1
np sin

(

1
n

)

與 bn = 1
np+1 , 因為

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞

1
np sin

(

1
n

)

1
np+1

= lim
n→∞

sin
(

1
n

)

1
n

= lim
x→0

sinx

x
= 1,

而級數
∞
∑

n=1
bn =

∞
∑

n=1

1
np+1 若 p + 1 > 1 收斂, 若 p + 1 ≤ 1 發散, 所以由極限比較判別法 (Limit

Comparison Test) 得知: 級數
∞
∑

n=1

1
np sin

(

1
n

)

在 p > 0 時收斂; 在 p ≤ 0 時發散。

若用等級的觀點重看上述的討論, 則重點在於: 當 x 很接近 0 的時候, sinx 和 x 相近, 所以

sin
(

1
n

)

和 1
n
具有一樣的等級, 也因此

∞
∑

n=1

1
np sin

(

1
n

)

和
∞
∑

n=1

1
np+1 的收斂或發散的性質一致。
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8.3 一般級數的收斂判別法

對於無窮級數
∞
∑

n=1
an, 一般項 an 可能正可能負, 然而我們比較感興趣而且在數學上較為重要的一類

級數是一般項正負相間的情況, 因為這種正負交錯的級數在之後討論冪級數 (power series) 理論時經

常會遇到而且是必須克服的情況, 像是兩負一正、一負兩正或是正負沒有規律的級數雖然也能發展出

一些數學理論, 但畢竟那又是更特殊的情況, 這裡就暫不討論它。

以下先給出交錯級數的定義。

定義 1 (交錯級數, Alternating Series). 若對所有 n ∈ N, bn > 0, 則型如
∞
∑

n=1
(−1)n+1bn 或是

∞
∑

n=1
(−1)nbn 的無窮級數稱為 交錯級數 (alternating series)。

以下提供一個判斷交錯級數收斂的方法。

定理 2 (交錯級數判別法, Alternating Series Test). 關於交錯級數
∞
∑

n=1
(−1)n+1bn 或

∞
∑

n=1
(−1)nbn,

若數列 {bn}∞n=1 遞減而且 lim
n→∞

bn = 0, 則交錯級數收斂。

證明: 這裡先看
∞
∑

n=1
(−1)n+1bn 的情況。 記交錯級數

∞
∑

n=1
(−1)n+1bn 的部份和數列為 {sn}∞n=1, 並記

s0 = 0, 因為 {bn}∞n=1 遞減, 所以觀察

s2n = s2n−2 + b2n−1 − b2n ≥ s2n−2

s2n+1 = s2n−1 − b2n + b2n+1 = s2n−1 − (b2n − b2n+1) ≤ s2n−1;

換言之, 部份和的偶數項子數列 {s2n}∞n=1 遞增, 而奇數項子數列 {s2n+1}∞n=1 遞減, 而且

s2n = s2n−1 − b2n ≤ s2n−1 ≤ s2n−3 · · · ≤ s3 ≤ s1 = b1

s2n+1 = s2n + b2n+1 ≥ s2n ≥ s2n−2 ≥ · · · ≥ s4 ≥ s2 = b1 − b2 ≥ 0,

得到部份和的偶數項子數列 {s2n}∞n=1 有上界, 而奇數項子數列 {s2n+1}∞n=1 有下界, 由單調有界定

理 (Monotonic Sequence Theorem) 得知 {s2n}∞n=1 與 {s2n+1}∞n=1 都收斂。

設 lim
n→∞

s2n = L 與 lim
n→∞

s2n+1 = M , 因為

M − L = lim
n→∞

(s2n+1 − s2n) = lim
n→∞

b2n+1 = 0,

所以交錯級數
∞
∑

n=1
(−1)n+1bn = L = M 收斂。

至於
∞
∑

n=1
(−1)nbn 的情形, 記 {tn}∞n=1 為其部份和, 則 tn = −sn。 因為 lim

n→∞
sn 收斂, 所以

lim
n→∞

tn = lim
n→∞

−sn = − lim
n→∞

sn 收斂。 因此
∞
∑

n=1
(−1)nbn 收斂。

以下舉例說明如何利用交錯級數判別法驗證級數是收斂的。
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例 3. 試論交錯級數 (A)
∞
∑

n=2

(−1)n lnn
np , 其中 p > 0 與 (B)

∞
∑

n=1
(−1)n 2n+1

3n−1 是收斂或是發散。

解.

(A) 由單元 8.2 的 例 4 知道數列
{

lnn
np

}∞
n=2
當 n ≥ [[e

1

p ]] + 1 時遞減。 此外,

lim
n→∞

lnn

np
= lim

x→∞
lnx

xp

(∞

∞

,L)
==== lim

x→∞

1
x

pxp−1
= lim

x→∞
1

pxp
= 0,

由交錯級數判別法 (Alternating Series Test) 得知: 對所有 p > 0, 級數
∞
∑

n=2

(−1)n lnn
np 收斂。

(B) 記 bn = 2n+1
3n−1 , 因為

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

2n + 1

3n − 1
= lim

n→∞
2 + 1

n

3− 1
n

=
2 + 0

3− 0
=

2

3
,

記 an = (−1)nbn, 因為

lim
n→∞

a2n = lim
n→∞

(−1)2nb2n = lim
n→∞

b2n =
2

3

lim
n→∞

a2n−1 = lim
n→∞

(−1)2n−1b2n−1 = lim
n→∞

−b2n−1 = −2

3
,

所以 lim
n→∞

an 不存在。 故由發散判別法 (Test of Divergence) 得知級數
∞
∑

n=1
(−1)n 2n+1

3n−1 發散。

這裡應特別注意的是: 交錯級數判別法只能用來確定交錯級數收斂, 無法用此證明級數發散。 也就

是說, 若級數不滿足交錯級數判別法之檢驗條件時, 只是表示交錯級數判法並不適用, 此時必須透過其

它的方法重新判斷。 所以像上例 (B) 是利用發散判別法得知級數發散。

關於級數理論, 我們需要一個更仔細的級數收斂之分類, 故引進以下定義。

定義 4. 考慮無窮級數
∞
∑

n=1
an,

(A) 如果
∞
∑

n=1
|an| 收斂, 稱無窮級數

∞
∑

n=1
an 是 絕對收斂 (absolutely convergent)。

(B) 如果
∞
∑

n=1
|an| 發散, 而

∞
∑

n=1
an 收斂, 稱級數

∞
∑

n=1
an 是 條件收斂 (conditionally convergent)。

舉例來說, 因為 { 1
n2 }∞n=1與 { 1

n
}∞n=1都是遞減且趨近於零的數列, 所以

∞
∑

n=1

(−1)n+1

n2 與
∞
∑

n=1

(−1)n+1

n

都是收斂的交錯級數。 若我們先把一般項加上絕對值之後再看級數, 則分別得到
∞
∑

n=1

1
n2 與

∞
∑

n=1

1
n

, 由

p-級數的理論知道
∞
∑

n=1

1
n2 收斂而

∞
∑

n=1

1
n
發散。 因此

∞
∑

n=1

(−1)n+1

n2 絕對收斂, 而
∞
∑

n=1

(−1)n+1

n
條件收斂。

絕對收斂與條件收斂的概念在瑕積分理論中也出現過, 而這兩個概念在無窮級數的理論中將更加

突顯其特色。



16 8.3 一般級數的收斂判別法

定理 5. 絕對收斂級數必為收斂級數。 換言之, 若
∞
∑

n=1
|an| 收斂, 則

∞
∑

n=1
an 收斂。

證明: 記 {sn}∞n=1 是級數
∞
∑

n=1
an 的部份和數列, 而 {tn}∞n=1 是級數

∞
∑

n=1
|an| 的部份和數列, 觀察

|sm − sn| = |an+1 + an+2 + · · ·+ am| ≤ |an+1|+ |an+2|+ · · ·+ |am| = |tm − tn|,

因為
∞
∑

n=1
|an| 收斂, 對任意 ε > 0, 存在 N ∈ N 使得對所有 m > n > N 都有 |tm − tn| < ε, 得到

|sm − sn| < ε, 由柯西收斂準則 (Cauchy Convergence Criterion) 得知
∞
∑

n=1
an 收斂。

以下要先介紹兩個實用性很高的判別法則: 比值判別法與根式判別法。

定理 6 (比值判別法, Ratio Test).

(A) 若 lim
n→∞

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣
= L < 1, 則級數

∞
∑

n=1
an 絕對收斂。

(B) 若 lim
n→∞

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣
= L > 1 或 lim

n→∞

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣
= ∞, 則級數

∞
∑

n=1
an 發散。

(C) 若 lim
n→∞

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣
= 1, 則級數收斂或發散無法下定論。

證明:

(A) 若 lim
n→∞

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣
= L < 1, 取 ε = 1−L

2 > 0, 則存在 N ∈ N 使得對所有 n > N 都有

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

− L

∣

∣

∣

∣

<
1− L

2
⇒ 3L− 1

2
<

|an+1|
|an|

<
1 + L

2
。

記 r = 1+L
2 < 1, 從不等式

|an+1|
|an| < r 得到對所有 n > N 都有 |an+1| < |an|r, 於是對所有

k ∈ N, 都有

|aN+k| < |aN+k−1|r < |aN+k−2|r2 < · · · < |aN |rk,

因為
∞
∑

k=1

|aN |rk = |aN |r
1−r

收斂, 由比較判別法 (Comparison Test) 得知:
∞
∑

k=1

|aN+k| 收斂, 於

是
∞
∑

n=1
|an| =

N
∑

n=1
|an|+

∞
∑

k=1

|aN+k| 收斂, 因此
∞
∑

n=1
an 絕對收斂。

(B) 若 lim
n→∞

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣
= L > 1 或 lim

n→∞

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣
= ∞, 則存在 N ∈ N 使得對所有 n > N 都有

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

> 1 ⇔ |an+1| > |an|,

因為 lim
n→∞

an 6= 0, 所以由發散判別法 (Test of Divergence) 得知無窮級數
∞
∑

n=1
an 發散。
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例 7. 試論級數 (A)
∞
∑

n=1

n!
nn 與 (B)

∞
∑

n=1

2n

n3 是收斂或是發散。

解.

(A) 令 an = n!
nn , 計算

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

(n + 1)!

(n+ 1)n+1
· n

n

n!
= lim

n→∞
(n+ 1)!

(n+ 1) · n! ·
nn

(n+ 1)n
= lim

n→∞

(

n

n+ 1

)n

= lim
n→∞

1
(

n+1
n

)n = lim
n→∞

1
(

1 + 1
n

)n =
1

lim
n→∞

(

1 + 1
n

)n =
1

e
< 1,

故由比值判別法 (Ratio Test) 得知: 級數
∞
∑

n=1

n!
nn 收斂。

(B) 令 an = 2n

n3 , 計算

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

2n+1

(n+ 1)3
· n

3

2n
= lim

n→∞
2 ·
(

n

n+ 1

)3

= lim
n→∞

2 ·
(

1

1 + 1
n

)3

= 2 ·





1

1 + lim
n→∞

1
n





3

= 2 ·
(

1

1 + 0

)3

= 2 > 1,

故由比值判別法 (Ratio Test) 得知: 級數
∞
∑

n=1

2n

n3 發散。

當級數的一般項是由兩種不同類型的量組成時, 通常可以先試著用比值判別法研究級數的收斂性。

這裡所謂的 「類型」, 大體上是以對數 lnn、多項式或冪次 np, p > 0、指數 an, a > 1、階乘 n! 還有 nn

作為最簡易的分類, 除了表達式的型態本身看起來就有差異, 它們的數學屬性也截然不同。 所以在上例

(A) 中級數一般項的分子與分母為 n! 與 nn, 它是兩種不同類型的量組成, 當 n → ∞ 時, n! ≪ nn,

所以 nn 終究會主宰級數的行為, 而且分母放了 nn 之下趨於無限大的速度會比 np, p > 1 來得快很

多, 所以預期
∞
∑

n=1

n!
nn 是收斂的級數。 至於 (B) 中級數一般項的分子與分母為 2n 與 n3, 它也是兩類

不同的量組成, 當 n → ∞ 時, n3 ≪ 2n, 也就是 2n 將主宰級數的行為, 當分子放了 2n 之下, 級數就

像是公比為 2 的發散等比級數, 所以預期
∞
∑

n=1

2n

n3 也是發散的級數。

各位在利用等級的觀點進行一些級數收斂或發散的預判時, 或許要更小心的是如果一般項是由三

種或三種以上的類型組成的情況。 當級數的一般項更加複雜時, 級數收斂性可能就無法直接抓等級最

大的量快速預判。 比方說這裡介紹一個很經典的 史特林公式 (Stirling’s formula), 它是在描述階乘

n! 當 n 很大的時候之漸近表達式:

n! ∼
√
2πnnne−n 當 n → ∞;或者說 lim

n→∞
n!en√
nnn

=
√
2π。

各位可以看到史特林公式是說明當 n 很大的時候, n
1

2 , en, n!, nn 這四種類型之間的等級竟然可以達

成一種平衡! 若從這個結果出發, 比方說想要判斷級數
∞
∑

n=1

nn

nenn! 的收斂性時, 因為 nn

nenn! 這個量在

n 很大的時候與 1√
2πn

3
2
相當, 而

∞
∑

n=1

1√
2πn

3
2
是收斂的級數, 所以級數

∞
∑

n=1

nn

nenn! 收斂。 換言之, 分母
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nenn! 這三個等級較小的量相乘將壓過分子的 nn 甚至是會多出 n
3

2 這麼多的等級以致級數收斂。 所

以各位利用等級的原理做一些級數收斂性的預判時, 可能要再多花一點心思體會每個等級之間的微妙

關係。

至於史特林公式的證明, 在此也做一個補充。 令 an = n!en√
nnn , 首先想要證明 {an}∞n=1 遞減, 於是

計算

an

an+1
=

n!en√
nnn

·
√
n+ 1(n+ 1)(n+1)

(n + 1)!en+1
=

1

e
·
√

n+ 1

n
·
(

n+ 1

n

)n

=
1

e

(

1 +
1

n

)n+ 1

2

,

欲證 {an}∞n=1 遞減, 即證 an

an+1
≥ 1 即可。 此時先把想要證明的不等式做一個等價的改寫:

1

e

(

1 +
1

n

)n+ 1

2

≥ 1 ⇔
(

n+
1

2

)

ln

(

1 +
1

n

)

≥ 1 ⇔ ln(n+ 1)− lnn ≥ 1

n+ 1
2

。

若要證明最後的不等式成立, 考慮函數 f(x) = 1
x
, 其中 x > 0, 則 f ′(x) = − 1

x2 以及 f ′′(x) = 2
x3 > 0,

這告知函數 f(x) 為凸函數 (convex function)。 觀察函數 f(x) = 1
x
在區間 [n, n + 1] 上的圖形關

係, 如圖 8.1 所示。

x

y

n n+ 1
2
n + 1

f(x) = 1
x

g(x)

圖 8.1: 由 f(x) = 1
x
是凸函數的性質證明不等式 2

2n+1
< ln(n+ 1)− lnn。

因為 f(x) 為凸函數, 所以函數 f(x) 的圖形會在通過 (n + 1
2 ,

1
n+ 1

2

) 這點的切線之上方; 也就是

說, 因為 y − 1
n+ 1

2

= f ′(n + 1
2)
(

x−
(

n+ 1
2

))

是函數 f(x) 的圖形在 (n + 1
2 ,

1
n+ 1

2

) 的切線方程式,

記 g(x) = f ′(n+ 1
2)
(

x−
(

n+ 1
2

))

+ 1
n+ 1

2

, 則凸函數的性質告知: g(x) ≤ f(x), 所以

∫ n+1

n

g(x) dx ≤
∫ n+1

n

f(x) dx ⇒ 2

2n+ 1
≤ ln(n+ 1)− lnn,

其中
∫ n+1
n

g(x) dx 可直接從梯形面積公式快速得知其結果為中線長乘以梯形高 = 1
n+ 1

2

· 1 = 1
n+ 1

2

。

至此我們完成了第一部份: 數列 {an}∞n=1 遞減。

因為數列 {an}∞n=1 遞減, 且 an > 0, 所以由單調有界定理 (Monotonic Sequence Theorem) 得

知 lim
n→∞

an = L 存在。 現在欲證明 L =
√
2π。 首先, 從 an = n!en√

nnn 出發, 得到

a2n
a2n

=
(n!)2e2n

n · n2n
·
√
2n(2n)2n

(2n)!e2n
=

√
2n

n
· (n!)

2

(2n)!
· 22n。
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另一方面, 回想第七章介紹過的定積分 Im =
∫

π

2

0 sinm xdx, 那時曾經推得兩個關係式:

I2n+1 =
2n

2n+ 1
· 2n− 2

2n− 1
· · · · · 4

5
· 2
3
與 I2n =

2n− 1

2n
· 2n− 3

2n− 2
· · · · · 3

4
· 1
2
· π
2
,

現將兩式相除得到

I2n+1

I2n
=

2n

2n+ 1
· 2n

2n− 1
· 2n − 2

2n − 1
· 2n− 2

2n− 3
· · · · · 4

5
· 4
3
· 2
3
· 2
1
· 2
π
,

再經過移項整理得到

2n

2n + 1
· 2n

2n− 1
· 2n− 2

2n− 1
· 2n− 2

2n− 3
· · · · · 4

5
· 4
3
· 2
3
· 2
1
=

I2n+1

I2n
· π
2
。

在左式的分子與分母安插 2n · 2n · (2n− 2) · (2n− 2) · · · · · 4 · 4 · 2 · 2 之後得到

24n(n!)4

(2n+ 1)((2n)!)2
=

I2n+1

I2n
· π
2
⇒ 22n(n!)2

(2n)!
=

√

(2n+ 1) · I2n+1

I2n
· π
2
,

因為 lim
n→∞

I2n+1

I2n
= 1 (這也是第六章證明過的結果), 所以

L =
L2

L
= lim

n→∞
a2n
a2n

= lim
n→∞

√
2n

n
· (n!)

2

(2n)!
· 22n = lim

n→∞

√
2n

n
·
√

(2n+ 1) · I2n+1

I2n
· π
2
=

√
2π。

再來要介紹的是根式判別法。

定理 8 (根式判別法, Root Test).

(A) 若 lim
n→∞

n
√

|an| = L < 1, 則級數
∞
∑

n=1
an 絕對收斂。

(B) 若 lim
n→∞

n
√

|an| = L > 1 或 lim
n→∞

n
√

|an| = ∞, 則級數
∞
∑

n=1
an 發散。

(C) 若 lim
n→∞

n
√

|an| = 1, 則級數收斂或發散無法下定論。

證明:

(A) 因為 lim
n→∞

n
√

|an| = L < 1, 取 ε = 1−L
2 > 0, 存在 N ∈ N 使得對所有 n > N 都有

∣

∣

∣

n
√

|an| − L

∣

∣

∣
<

1− L

2
⇒ 3L− 1

2
< n
√

|an| <
1 + L

2
,

記 r = 1+L
2 < 1, 則上述不等式告知: 對所有 n > N 都有 |an| < rn。 因為

∞
∑

n=N+1
rn = rN+1

1−r

收斂, 故由比較判別法 (Comparison Test) 得知: 級數
∞
∑

n=1
|an| 收斂, 因此

∞
∑

n=1
an 絕對收斂。

(B) 若 lim
n→∞

n
√

|an| = L > 1 或 lim
n→∞

n
√

|an| = ∞, 則存在 N ∈ N 使得對所有 n > N 都有

n
√

|an| > 1 ⇔ |an| > 1n = 1,

因為 lim
n→∞

an 6= 0, 所以由發散判別法 (Test of Divergence) 得知無窮級數
∞
∑

n=1
an 發散。
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例 9. 試論級數 (A)
∞
∑

n=1

(

n
n+2

)n2

與 (B)
∞
∑

n=1

nn

2n−13n+1 的收斂性。

解.

(A) 令 an =
(

n
n+2

)n2

, 計算

lim
n→∞

n
√

|an| = lim
n→∞

(

n

n+ 2

)n2· 1
n

= lim
n→∞

(

n

n+ 2

)n

= lim
n→∞

1
(

n+2
n

)n = lim
n→∞

1
(

1 + 2
n

)n

=
1

lim
n→∞

(

1 + 1
n

2

)
n

2
·2 =

1

e2
< 1,

故由根式判別法 (Root Test) 得知: 級數
∞
∑

n=1

(

n
n+2

)n2

收斂。

(B) 令 an = nn

2n−13n+1 = 2
3

(

n
6

)n
, 計算

lim
n→∞

n
√

|an| = lim
n→∞

(

2

3

) 1

n
(n

6

)n· 1
n

= lim
n→∞

(

2

3

) 1

n n

6
,

因為 lim
n→∞

(

2
3

)
1

n = 1, 所以 lim
n→∞

n
√

|an| = ∞, 由根式判別法 (Root Test) 得知: 級數
∞
∑

n=1

nn

2n−13n+1 發散。

各位可以看到, 當級數的一般項最外面帶有 n 次方, 或是像上例 (A) 中帶有更高的次方時, 使用

根式判別法或許是一個很好的選擇, 因為根式判別法就是試圖將次方的因子消除或化簡, 理應有助於

極限之計算。

關於比值判別法與根式判別法, 兩者的中心思想是和公比為 r 的等比級數進行比較判別法。 若將

等比級數
∞
∑

n=1
arn−1 代入比值判別法的檢驗式中, 則在還沒有取極限之前,

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣
≡ |r| 表示公比的

絕對值。 至於根式判別法, 若觀察更單純的等比級數
∞
∑

n=1
rn 代入根式判別法的檢驗式中, 則在還沒有

取極限之前, n
√

|an| = n
√

|r|n ≡ |r| 也是呈現公比的絕對值。 所以面對一般的級數時, 我們可以把
∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣
以及 n

√

|an| 想成是一個 「類公比」 的概念。

然而這兩個判別法在判別式的結果是 1 的時候並不適用, 理由也承如上一段的討論, 這是因為判

別法是以等比級數為基準或出發點; 換言之, 等級比指數還要低的量其實是無法在這個判別法當中顯

現出來。

若我們重新審視等級的列表

1 ≪ lnn ≪ np(p > 0) ≪ an(a > 1) ≪ n! ≪ nn 當 n → ∞,

比指數 an 的等級再低一階的就是多項式或冪次 np, p > 0, 於是所有的 p-級數
∞
∑

n=1

1
np 的收斂或發散

性都無法透過比值判別法解讀。 換言之, 對所有 p > 0 都滿足

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

np

(n+ 1)p
= lim

n→∞

(

n

n+ 1

)p

= lim
n→∞

(

1

1 + 1
n

)p

=

(

1

1 + 0

)p

= 1,

然而我們很清楚地知道 p-級數在 p > 1 的時候收斂, 在 0 < p ≤ 1 的時候發散。
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所以接下來引發的一個問題是: 我們有沒有一種更精細的判別法再進一步了解當比值判別法或根

式判別法失效的情況? 以下的拉比判別法就是回答了這個問題, 它提供一個級數當一般項之絕對值與

公比為 1 的等比級數相近時, 那麼我們就要再觀察下一個等級的現象, 也就是和 p-級數的收斂或發散

做比較。

定理 10 (拉比判別法, Raabe’s Test). 考慮無窮級數
∞
∑

n=1
|an|, 假設 r = lim

n→∞
n
(∣

∣

∣

an

an+1

∣

∣

∣
− 1
)

存

在。 若 r > 1 則級數
∞
∑

n=1
|an| 收斂, 若 r < 1, 則級數

∞
∑

n=1
|an| 發散。 若 r = 1, 則 級數

∞
∑

n=1
|an| 的

收斂或發散無法判定。

證明: 設 1 < p < q, 考慮函數 f(x) = 1 + qx− (1 + x)p。 因為 f(0) = 0, f ′(0) = q − p > 0, 所以

存在 δ > 0 使得對所有 0 < x < δ 都有

1 + qx > (1 + x)p。

(A) 若 r > 1, 取 p, q 滿足 1 < p < q < r = lim
n→∞

n
(∣

∣

∣

an

an+1

∣

∣

∣
− 1
)

, 所以存在 N ∈ N 使得對所有

n > N 都有
∣

∣

∣

∣

an

an+1

∣

∣

∣

∣

> 1 +
q

n
>

(

1 +
1

n

)p

=
(n+ 1)p

np
⇒ |an|np > |an+1|(n + 1)p,

這說明數列 {|an|np}∞n=1 在 n > N 時遞減, 所以數列有上界, 即存在 M > 0 使得對所有

n ∈ N 都有 |an|np ≤ M , 於是 |an| ≤ M
np 。 因為

∞
∑

n=1

M
np 收斂, 故由比較判別法 (Comparison

Test) 得知:
∞
∑

n=1
|an| 收斂, 即

∞
∑

n=1
an 絕對收斂。

(B) 若 r < 1, 則存在 N ∈ N 使得對所有 n > N 都有
∣

∣

∣

∣

an

an+1

∣

∣

∣

∣

< 1 +
1

n
=

n+ 1

n
⇒ |an|n < |an+1|(n+ 1),

這說明數列 {|an|n}∞n=1 在 n > N 遞增, 所以數列有下界, 即存在 m > 0 使得對所有 n ∈ N

都有 |an|n ≥ m, 於是 |an| ≥ m
n
。 因為

∞
∑

n=1

m
n
發散, 故由比較判別法 (Comparison Test) 得

知:
∞
∑

n=1
|an| 發散。

這裡要注意的是: 拉比判別法之結論是推得
∞
∑

n=1
|an|之收斂或發散的結果, 並非得到原級數

∞
∑

n=1
an

的收斂性。 此外, 為什麼我們說拉比判別法對應到的是觀察它和 p-級數的關係呢? 當我們再看一次 p-

級數代入比值判別法的計算時, 發現到

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

(

n

n+ 1

)p

= 1,

若是反過來看前項比後項的結果, 則可以進一步整理成

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an

an+1

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

(

n+ 1

n

)p

= lim
n→∞

(

1 +
1

n

)p

= 1,

而
(

1 + 1
n

)p
的二項式展開下的前兩項則為 1 + p

n
, 關於 1

n
等級的係數即呈現 p 值, 故拉比判法即在

突顯它和哪一個 p-級數對應。
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例 11. 判斷無窮級數
∞
∑

n=1

√
n!

(2+1)(2+
√
2)···(2+√

n)
是收斂或是發散。

解. 記 an =
√
n!

(2+1)(2+
√
2)···(2+√

n)
, 則

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

√

(n+ 1)!

(2 + 1)(2 +
√
2) · · · (2 +

√
n+ 1)

· (2 + 1)(2 +
√
2) · · · (2 +√

n)√
n!

= lim
n→∞

√
n+ 1

2 +
√
n+ 1

= lim
n→∞

√

1 + 1
n

2√
n
+
√

1 + 1
n

= 1,

所以比值判別法 (Ratio Test) 並不適用。 現計算

lim
n→∞

n

(∣

∣

∣

∣

an

an+1

∣

∣

∣

∣

− 1

)

= lim
n→∞

n

(

2 +
√
n+ 1√

n+ 1
− 1

)

= lim
n→∞

2n√
n+ 1

= ∞,

所以由拉比判別法 (Raabe’s Test) 得知: 級數
∞
∑

n=1

√
n!

(2+1)(2+
√
2)···(2+√

n)
收斂。

在看完上述的討論後, 各位是否想問幾個問題: 首先, 上述的判別法總是有不適用的情況, 那有沒

有一種最精確的判別法? 也就是有沒有一種如同柯西收斂準則那樣明確指出級數收斂的充分必要條

件之判別式? 另外, 有沒有一種收斂最慢的級數? 上述的問題數學家為此經過一番努力, 若要從拉比

判別法再繼續深究的話, 高斯對此找到一個判別法, 現稱 高斯判別法 (Gauss Test): 若級數
∞
∑

n=1
|an|

滿足
∣

∣

∣

∣

an

an+1

∣

∣

∣

∣

= 1 +
1

n
+

β

n lnn
+ o

(

1

n lnn

)

, n → ∞,

則當 β > 1 時級數
∞
∑

n=1
|an| 收斂, β < 1 時級數

∞
∑

n=1
|an| 發散。 這裡並不打算證明高斯判別法, 只是

要給各位體會級數理論的特色, 它是一種從等級的觀點, 逐步往下一個等級的性質進行級數收斂或發

散之判斷。

至於是否有收斂最慢的級數, 答案是否定的。 我們可以證明: 對每個收斂的正項級數, 必存在一個

比它收斂性更慢的級數。 討論如下: 假設
∞
∑

n=1
an 收斂, 記 rn = an+1 + an+2 + · · · =

∞
∑

k=n+1

ak 表示

級數
∞
∑

n=1
an 的 n-階餘項 (n-th remainder),由此建構 bn =

√
rn−1 −

√
rn, 則可證明級數

∞
∑

n=1
bn 也

收斂, 而對應到的餘項 r′n =
√
rn → 0 當 n → ∞, 而且因為

an

bn
=

rn−1 − rn√
rn−1 −

√
rn

=
√
rn−1 +

√
rn → 0 當 n → ∞,

所以級數
∞
∑

n=1
bn 的收斂性比

∞
∑

n=1
an 還要慢。

關於上面兩段的討論已是更進階的數學理論, 在此只是做一個簡單的鋪陳。 而這一節我們還想要討

論另外一類重要的級數類型, 也就是討論兩組數列 {an}∞n=1 與 {bn}∞n=1 逐項相乘後再求和
∞
∑

n=1
anbn

的問題。 它類比於瑕積分時曾經探討
∫∞
a

f(x)g(x) dx 的情況, 這裡也有所謂的阿貝爾判別法與狄立

克萊判別法。
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定理 12 (阿貝爾判別法, Abel’s Test). 若級數
∞
∑

n=1
an 收斂, 數列 {bn}∞n=1 單調有界, 則無窮級數

∞
∑

n=1
anbn 收斂。

在證明阿貝爾判別法之前, 先回想第 6 章曾經介紹過的阿貝爾變換 (Abel Transformation): 考

慮
n
∑

i=1
aibi, 令 Ak =

k
∑

i=1
ai, 則有等式

n
∑

i=1
aibi = Anbn +

n−1
∑

i=1
Ai(bi − bi+1)。

證明: 因為數列 {an}∞n=1 有界, 故存在 M > 0 使得對所有 n ∈ N 都有 |an| ≤ M。 因為級數
∞
∑

n=1
bn

收斂, 所以對任意 ε > 0, 存在 N ∈ N 使得對所有 m > n ≥ N 都有 |Am,n+1| 記=
∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=n+1

ak

∣

∣

∣

∣

∣

< ε,

利用阿貝爾變換 (Abel transformation), 得到
∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=n+1

akbk

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

Am,n+1bm +

m−1
∑

k=n+1

Ak,n+1(bk − bk+1)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ |Am,n+1||bm|+
m−1
∑

k=n+1

|Ak,n+1||bk − bk+1| < ε ·M +

m−1
∑

k=n+1

ε · |bk − bk+1|

= ε ·M + ε|bn+1 − bm| ≤ Mε+ ε(|bn+1|+ |bm|) ≤ Mε+ ε(M +M) = 3Mε,

注意到上述估計有用到 {bn}∞n=1 是單調這個條件, 所以才會有
m−1
∑

k=n+1

|bk − bk+1| = |bn+1 − bm|。 由

柯西收斂準則 (Cauchy Convergence Criterion) 得知級數
∞
∑

n=1
anbn 收斂。

定理 13 (狄立克萊判別法, Dirichlet’s Test). 若部份和 sn =
n
∑

k=1

ak 有界, 數列 {bn}∞n=1 單調趨近

於零, 則級數
∞
∑

n=1
anbn 收斂。

證明: 因為部份和 sn =
n
∑

k=1

ak 有界,所以存在M > 0使得對所有 n ∈ N都有 |sn| =
∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

bk

∣

∣

∣

∣

≤ M。

記 Am,n+1 =
m
∑

k=n+1

ak, 則 |Am,n+1| =

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=1

ak −
n
∑

k=1

ak

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

m
∑

k=1

ak

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

ak

∣

∣

∣

∣

≤ 2M。 因為

lim
n→∞

bn = 0, 對任意 ε > 0, 存在 N ∈ N 使得對所有 n ≥ N 都有 |bn| < ε。

利用阿貝爾變換 (Abel transformation), 得到對所有 m > n ≥ N , 都有
∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=n+1

akbk

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

Am,n+1bm +

m−1
∑

k=n+1

Ak,n+1(bk − bk+1)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ |Am,n+1||bm|+
m−1
∑

k=n+1

|Ak,n+1||bk − bk+1| ≤ ε · 2M +

m−1
∑

k=n+1

2M |bk − bk+1|

= ε · 2M + 2M |bn+1 − bm| ≤ 2M · ε+ 2M(|bn+1|+ |bm|) ≤ 6Mε,

注意到上述估計有用到 {bn}∞n=1 是單調這個條件, 所以才會有
m−1
∑

k=n+1

|bk − bk+1| = |bn+1 − bm|。 由

柯西收斂準則 (Cauchy Convergence Criterion) 得知級數
∞
∑

n=1
anbn 收斂。
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例 14. 若數列 {an}∞n=1 單調趨近於零, 則
∞
∑

n=1
an cosnx 對任何 x 6= 2mπ,m ∈ Z 都收斂。 當

x = 2mπ,m ∈ Z, 必須根據 {an}∞n=1 的性質進一步判定。

證明: 記 sn =
n
∑

k=1

cos kx。

(A) 若 x = 2mπ,m ∈ Z, 則
∞
∑

n=1
an cosnx =

∞
∑

n=1
an, 則級數的收斂或發散完全由 {an}∞n=1 的性

質決定。

(B) 若 x 6= 2mπ,m ∈ Z, 由積化和差公式知道:

2 sin
(x

2

)

(cos x+ cos 2x+ · · ·+ cosnx) = − sin
(x

2

)

+ sin

((

1

2
+ n

)

x

)

,

得到

|sn| =
∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

cos kx

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2

2
∣

∣sin x
2

∣

∣

=
1

∣

∣sin x
2

∣

∣

,

這表示部份和 {sn}∞n=1 有界, 又因為 {an}∞n=1 單調趨近於零,所以由狄立克萊判別法 (Dirich-

let’s Test) 得知: 級數
∞
∑

n=1
an cosnx 收斂。

例 15. 若數列 {bn}∞n=1 單調趨近於零, 則
∞
∑

n=1
bn sinnx 對任何 x ∈ R 都收斂。

證明: 記 sn =
n
∑

k=1

sin kx。

(A) 若 x = 2mπ,m ∈ Z, 則 sn ≡ 0, 級數
∞
∑

n=1
bn sinnx 收斂。

(B) 若 x 6= 2mπ,m ∈ Z, 由積化和差公式知道:

2 sin
(x

2

)

(sinx+ sin 2x+ · · · + sinnx) = cos
(x

2

)

− cos

((

1

2
+ n

)

x

)

,

得到

|sn| =
∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

sin kx

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2

2
∣

∣sin x
2

∣

∣

=
1

∣

∣sin x
2

∣

∣

,

這表示部份和 {sn}∞n=1 有界, 又因為 {bn}∞n=1 單調趨近於零, 所以由狄立克萊判別法 (Dirich-

let’s Test) 得知: 級數
∞
∑

n=1
bn sinnx 收斂。
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上面兩個例子在近代數學的發展有其重要性,它牽涉到的是傅立葉級數理論 (Fourier Series The-

ory), 這是一種將函數 f(x) 分解成三角級數的理論; 也就是設法將函數表示成

f(x) =
a0

2
+

∞
∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

的樣貌。 而上面兩個例子提供一個確立等式右邊收斂 (有意義) 的方法。 傅立葉級數理論非常龐大, 光

是要把這個理論做一個重點介紹就需要一學期甚至是一年的課程, 這裡只是提出來點綴一下, 告知高

等微積分課程與其它進階課程或理論之相關性。

8.4 無窮級數的加法交換律與乘法分配律

對有限個數字而言, 加法的交換律以及乘法分配律好像就是天經地義的事, 甚至不太會被看重這些規

律的重要性。 然而, 在無窮級數的情況下, 加法交換律以及乘法分配律的成立就不是那麼顯而易見的

事了。 這裡不妨先舉一個例子告訴大家為什麼這件事情並不顯然。

例 1. 考慮

∞
∑

n=1

an =

∞
∑

n=1

(−1)n+1

n
=

1

1
− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ · · ·

由單元 8.1 的 例 10 知道這個級數收斂。 記部份和為 sn =
n
∑

k=1

ak, 而級數和記為 s。 注意到由單

元 8.3 的 定理 2 之證明過程中知道: 部份和之偶數項子數列遞增至級數和 s, 即

1

2
= s2 ≤ s4 ≤ · · · ≤ s ⇒ s > 0。

現考慮一種順序互換的方法:

∞
∑

n=1

a′n =
1

1
− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+ · · · + 1

2k − 1
− 1

4k − 2
− 1

4k
+ · · · ,

這個級數的特色是: 依序列出一個分母是奇數的項之後減去兩個分母是偶數的項。 現討論此級數和。

記部份和 s′n =
n
∑

k=1

a′k, 現觀察一種部份和子數列:

s′3n =

n
∑

k=1

(

1

2k − 1
− 1

4k − 2
− 1

4k

)

=

n
∑

k=1

(

1

4k − 2
− 1

4k

)

=
1

2

n
∑

k=1

(

1

2k − 1
− 1

2k

)

=
1

2
s2n,

得到 lim
n→∞

s′3n = lim
n→∞

1
2s2n = 1

2 lim
n→∞

s2n = 1
2s。 此外, 因為

s′3n−1 = s′3n +
1

4n
⇒ lim

n→∞
s′3n−1 = lim

n→∞

(

s′3n +
1

4n

)

= lim
n→∞

s′3n + lim
n→∞

1

4n
=

1

2
s

s′3n+1 = s′3n +
1

2n+ 1
⇒ lim

n→∞
s′3n+1 = lim

n→∞

(

s′3n +
1

2n+ 1

)

= lim
n→∞

s′3n + lim
n→∞

1

2n+ 1
=

1

2
s,

所以 lim
n→∞

s′n = 1
2s。



26 8.4 無窮級數的加法交換律與乘法分配律

所以由上面例子知道: 任給一個收斂的級數, 加法交換律不見得成立。 那麼到底什麼樣的級數才有

這些代數上熟悉而常用的規則呢? 為說明此事, 首先引進記號:

a+n
定義
== max(an, 0) =

|an|+ an

2
≥ 0

a−n
定義
== max(−an, 0) =

|an| − an

2
≥ 0,

在這樣的註記之下, 則有 an = a+n −a−n 以及 |an| = a+n +a−n 。 於是給定級數
∞
∑

n=1
an, 則會對應到兩個

正項級數
∞
∑

n=1
a+n 與

∞
∑

n=1
a−n 。 為讓各位感受這些記號之意義與關聯, 現以級數

∞
∑

n=1
an =

∞
∑

n=1

(−1)n+1

n

為例, 則有

∞
∑

n=1

an =
1

1
− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ · · ·

∞
∑

n=1

a+n =
1

1
+ 0 +

1

3
+ 0 +

1

5
+ 0 + · · ·

∞
∑

n=1

a−n = 0 +
1

2
+ 0 +

1

4
+ 0 +

1

6
+ · · · 。

將級數的一般項分解之目的可由以下定理展現出來:

定理 2.

(A) 級數
∞
∑

n=1
an 絕對收斂若且唯若

∞
∑

n=1
a+n 與

∞
∑

n=1
a−n 都收斂。

(B) 若級數
∞
∑

n=1
an 條件收斂, 則

∞
∑

n=1
a+n 與

∞
∑

n=1
a−n 都發散。 若

∞
∑

n=1
a+n 與

∞
∑

n=1
a−n 至少一個發散,

則級數
∞
∑

n=1
|an| 發散, 至於

∞
∑

n=1
an 的收斂或發散無法下定論。

證明:

(A) (⇒) 因為對所有 n ∈ N 都有 0 ≤ a+n ≤ |an| 且 0 ≤ a−n ≤ |an|, 而級數
∞
∑

n=1
an 絕對收斂, 即

∞
∑

n=1
|an| 收斂, 由比較判別法 (Comparison Test) 得知

∞
∑

n=1
a+n 與

∞
∑

n=1
a−n 皆收斂。

(⇐) 因為
∞
∑

n=1
a+n 與

∞
∑

n=1
a−n 都收斂, 而且 |an| = a+n + a−n , 所以

∞
∑

n=1

|an| =
∞
∑

n=1

(a+n + a−n ) =
∞
∑

n=1

a+n +

∞
∑

n=1

a−n

收斂, 因此
∞
∑

n=1
an 絕對收斂。
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(B) 因為級數
∞
∑

n=1
an 條件收斂, 假設

∞
∑

n=1
a±n 收斂, 則

∞
∑

n=1

a∓n =

∞
∑

n=1

(a±n ∓ an) =

∞
∑

n=1

a±n ∓
∞
∑

n=1

an

收斂, 於是

∞
∑

n=1

|an| =
∞
∑

n=1

(a+n + a−n ) =
∞
∑

n=1

a+n +

∞
∑

n=1

a−n

也收斂, 這與
∞
∑

n=1
an 是條件收斂矛盾。 因此

∞
∑

n=1
a±n 發散。

若
∞
∑

n=1
a+n 與

∞
∑

n=1
a−n 至少一個發散, 則將發散的級數取出, 透過 0 ≤ a+n ≤ |an| 或是 0 ≤

a−n ≤ |an| 以及比較判別法 (Comparison Test) 得知
∞
∑

n=1
|an| 發散。

至於原級數的收斂或發散無法由
∞
∑

n=1
a+n 與

∞
∑

n=1
a−n 的發散決定。 比方說

∞
∑

n=1

(−1)n+1

n
對應到的

∞
∑

n=1
a+n 與

∞
∑

n=1
a−n 皆發散, 而

∞
∑

n=1

(−1)n+1

n
收斂。 又如

∞
∑

n=1
(−1)n+1 對應到的

∞
∑

n=1
a+n 與

∞
∑

n=1
a−n

皆發散, 而
∞
∑

n=1
(−1)n+1 發散。

做這樣的級數分解有助於分析加法交換律的問題, 現引進置換的概念以說明一般交換律之意義。

定義 3. 給定級數
∞
∑

n=1
an, 記 σ : N → N 是一種 置換 (permutation), 稱級數

∞
∑

n=1
aσ(n) 是級數

∞
∑

n=1
an 的一種 重排 (rearrangement)或稱為 更序級數。

以下定理表明絕對收斂的級數才有加法交換律, 而條件收斂的級數沒有加法交換律。

定理 4. 若
∞
∑

n=1
an 絕對收斂, 則級數

∞
∑

n=1
an 的任何一種重排後的級數

∞
∑

n=1
aσ(n) 都收斂, 並且

∞
∑

n=1

aσ(n) =

∞
∑

n=1

an。

證明: 首先證明當
∞
∑

n=1
an 是正項級數的情況。 記更序級數的部份和數列為 {tm}∞m=1, 其中 tm =

m
∑

n=1
aσ(n) 是一個遞增數列, 並且對所有 m ∈ N 都有 tm =

m
∑

n=1
aσ(n) ≤

∞
∑

n=1
an, 即 {tm}∞m=1 有上界,

於是由單調有界定理 (Monotonic Sequence Theorem) 得知: 更序級數
∞
∑

n=1
aσ(n) 收斂, 並且

∞
∑

n=1

aσ(n) ≤
∞
∑

n=1

an。

另一方面, 我們也可以將
∞
∑

n=1
an 看成是

∞
∑

n=1
aσ(n) 的一種更序級數, 所以有

∞
∑

n=1
an ≤

∞
∑

n=1
aσ(n)。 將

兩結果合併則得
∞
∑

n=1
aσ(n) =

∞
∑

n=1
an。
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現考慮
∞
∑

n=1
an 是絕對收斂的級數, 由 定理 2 得知: 正項級數

∞
∑

n=1
a+n 與

∞
∑

n=1
a−n 都收斂, 而且

∞
∑

n=1

an =

∞
∑

n=1

a+n −
∞
∑

n=1

a−n 以及

∞
∑

n=1

|an| =
∞
∑

n=1

a+n +

∞
∑

n=1

a−n 。

對於更序級數
∞
∑

n=1
aσ(n), 同樣也有對應的兩個正項級數

∞
∑

n=1
a+
σ(n) 與

∞
∑

n=1
a−
σ(n), 由於

∞
∑

n=1
a+
σ(n) 是

∞
∑

n=1
a+n 的更序級數, 而

∞
∑

n=1
a−
σ(n)

是
∞
∑

n=1
a−n 的更序級數, 所以

∞
∑

n=1

a+
σ(n) =

∞
∑

n=1

a+n 以及

∞
∑

n=1

a−
σ(n) =

∞
∑

n=1

a−n ,

於是

∞
∑

n=1

|aσ(n)| =
∞
∑

n=1

a+
σ(n) +

∞
∑

n=1

a−
σ(n),

收斂, 即
∞
∑

n=1
aσ(n) 絕對收斂, 並且

∞
∑

n=1
aσ(n) =

∞
∑

n=1
a+
σ(n) −

∞
∑

n=1
a−
σ(n) =

∞
∑

n=1
a+n −

∞
∑

n=1
a−n =

∞
∑

n=1
an。

定理 5. 若
∞
∑

n=1
an 條件收斂, 任給實數 L ∈ R, 則存在一種重排後的級數

∞
∑

n=1
aσ(n) 收斂至 L。

證明: 因為
∞
∑

n=1
an 條件收斂, 由 定理 2 得知

∞
∑

n=1
a+n = ∞ 而且

∞
∑

n=1
a−n = ∞。 對於

∞
∑

n=1
a+n 的部份

和, 必存在 n1 ∈ N 使得

n1−1
∑

k=1

a+k ≤ L ≤
n1
∑

k=1

a+k ,

再依次計算
∞
∑

n=1
a−n 的部份和, 必存在 m1 ∈ N 使得

n1
∑

k=1

a+k −
m1
∑

k=1

a−k ≤ L ≤
n1
∑

k=1

a+k −
m1−1
∑

k=1

a−k ,

同理, 可找正整數 n2 > n1 與 m2 > m1 滿足

n1
∑

k=1

a+k −
m1
∑

k=1

a−k +

n2−1
∑

k=1

a+k ≤ L ≤
n1
∑

k=1

a+k −
m1
∑

k=1

a−k +

n2
∑

k=1

a+k

以及

n1
∑

k=1

a+k −
m1
∑

k=1

a−k +

n2
∑

k=1

a+k −
m2
∑

k=1

a−k ≤ L ≤
n1
∑

k=1

a+k −
m1
∑

k=1

a−k +

n2
∑

k=1

a+k −
m2−1
∑

k=1

a−k ,

依此方法則可得到
∞
∑

n=1
an 的一個更序級數

∞
∑

n=1
aσ(n), 它的部份和介於 L+ a+nk

與 L− a−mk
之間。 由

於
∞
∑

n=1
an 收斂, 所以 lim

n→∞
a+n = 0 以及 lim

n→∞
a−n = 0, 因此

∞
∑

n=1
aσ(n) = L。
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現在考慮兩個無窮級數的相乘。 先從兩個有限項的級數
n
∑

k=1

ak 與
m
∑

k=1

bk 看起, 此時將兩級數相

乘後則為 aibj 之和, 其中 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m。 對於兩個收斂的無窮級數
∞
∑

n=1
an 與

∞
∑

n=1
bn, 所有

形如 aibj , 其中 i, j ∈ N 的項有無限多個, 這裡先將它們排列成二維陣列的形式:

a1b1 a1b2 a1b3 a1b4 · · ·
a2b1 a2b2 a2b3 a2b4 · · ·
a3b1 a3b2 a3b3 a3b4 · · ·
a4b1 a4b2 a4b3 a4b4 · · ·

...
...

...
...

. . .

然而, 由前面的討論知道: 級數一般來說並不滿足交換律, 所以若要將上述這些項加相的話也會出現

排列順序的問題, 而且順序的選擇不僅影響級數和, 甚至會影響收斂性。 在兩級數相乘的理論中, 具有

應用價值的排列順序有以下兩種:

(1) 正方形法加總: 考慮
∞
∑

n=1
dn, 其中 d1 = a1b1, d2 = a1b2 + a2b2 + a2b1, 而一般項可記為

dn = a1bn + a2bn + · · · + an−1bn + anbn + anbn−1 + · · · + anb2 + anb1,

此時部份和為
n
∑

k=1

dk =

(

n
∑

k=1

ak

)(

n
∑

k=1

bk

)

, 正好為兩部份和之相乘。

(2) 對角線法加總: 考慮 柯西乘積 (Cauchy product)
∞
∑

n=1
cn, 其中 cn =

∑

i+j=n+1
aibj。

針對這兩種情況, 正方形法的加總結果較為單純, 在此先提出來討論。

定理 6. 若
∞
∑

n=1
an 和

∞
∑

n=1
bn 都收斂, 則

∞
∑

n=1
dn 收斂, 且

∞
∑

n=1
dn =

( ∞
∑

n=1
an

)( ∞
∑

n=1
bn

)

。

證明: 分別記
∞
∑

n=1
an 與

∞
∑

n=1
bn 的部份和數列為 {sn}∞n=1 與 {tn}∞n=1, 級數和分別記為 s 與 t, 而關

於
∞
∑

n=1
dn 的部份和數列記為 {un}∞n=1。 因為 un = sn · tn, 而且 lim

n→∞
sn = s, lim

n→∞
tn = t, 所以

∞
∑

n=1

dn = lim
n→∞

un = lim
n→∞

(sn · tn) = lim
n→∞

sn · lim
n→∞

tn = s · t =
( ∞
∑

n=1

an

)( ∞
∑

n=1

bn

)

。

例 7. 級數
∞
∑

n=1
an 與

∞
∑

n=1
bn 的收斂性不見得可以保證柯西乘積

∞
∑

n=1
cn 的收斂性。

解. 考慮
∞
∑

n=1
an =

∞
∑

n=1
bn =

∞
∑

n=1

(−1)n+1

√
n

, 首先證明此級數是條件收斂的。 由
∞
∑

n=1
an 與

∞
∑

n=1
bn 所成

的柯西乘積之一般項為

cn =
∑

i+j=n+1

(−1)i+1

√
i

· (−1)j+1

√
j

= (−1)n+3
∑

i+j=n+1

1√
ij

= (−1)n+1
∑

i+j=n+1

1√
ij
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注意到上面 cn 的表達式當中總共有 n 項, 而每一項中, i + j = n + 1。 由算幾不等式 (Arithmetic-

Geometric Mean Inequality) 得到

√

ij ≤ i+ j

2
=

n+ 1

2
⇒ 1√

ij
≥ 2

n+ 1
,

於是得到

|cn| =
∑

i+j=n+1

1√
ij

≥ 2n

n+ 1
≥ 1,

因為 lim
n→∞

cn 6= 0, 所以
∞
∑

n=1
an 與

∞
∑

n=1
bn 的柯西乘積

∞
∑

n=1
cn 發散。

當
∞
∑

n=1
an 與

∞
∑

n=1
bn 都是絕對收斂時, 則不會有上述的情況發生。

定理 8. 若級數
∞
∑

n=1
an 與

∞
∑

n=1
bn 都是絕對收斂的, 則將 aibj, i, j ∈ N 按任意方式排列而成的級數

也絕對收斂, 並且級數和等於

( ∞
∑

n=1
an

)( ∞
∑

n=1
bn

)

。

證明: 假設 ai1bj1 , ai2bj2 , . . . , aikbjk , . . . 是所有 aibj, i, j ∈ N 的任意一種排列。 對任意的 n, 取

N = max
1≤k≤n

{ik, jk}, 則

n
∑

k=1

|aikbjk | ≤
(

N
∑

i=1

|ai|
)





N
∑

j=1

|bj |



 ≤
( ∞
∑

i=1

|ai|
)





∞
∑

j=1

|bj|



 ,

得到
∞
∑

k=1

|aikbjk |的部份和是遞增有上界的數列, 因此
∞
∑

k=1

aikbjk 絕對收斂。 由定理 4得知
∞
∑

k=1

aikbjk

的任意更序級數也絕對收斂, 並且級數和不變。

所以 定理 8 表明絕對收斂級數滿足乘法對加法的分配律。


