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黎曼積分理論

這一章要介紹黎曼積分理論, 單元 6.1 會從極限精確定義的方式了解函數在有界閉區間上定積分的意

義。 各位可能在微積分課程中學到函數在有界閉區間上的定積分關於定義域的分割是採用等分的方式

處理, 實際上將區間等分這件事情並非必要的; 也就是說, 我們可以探討一般的分割, 即針對分割後的

區間寬窄不一的情況下討論定積分, 只是微積分課程中採用等分的過程比較容易描述一些事情, 而且

微積分課的重點是要讓各位快速了解各種微積分理論的結果而將焦點著重在如何確實熟練其操作與計

算。 若要講求數學論述的嚴謹性, 對於寬窄不一的分割之黎曼和的討論有其必要性, 這是因為在證明

定積分的變數變換法則時, 除非變換是一種線性的關係, 否則經過一個複雜的變換下不可能會保持等

分的特性。 而單元 6.1 也會介紹幾個定積分的性質像是線性性質還有積分的保序性。

單元 6.2 則是要給出四個有界閉區間上的有界函數定積分存在之等價敘述。 欲證明這四個等價敘

述, 我們將引進達布上和與達布下和的概念, 然後從中仔細探討黎曼和對於區間分割數的多寡還有樣

本點選取之間的關係。 這四個黎曼可積的充分必要條件都有各自的特色值得細細體會, 甚至它們將牽

涉到欲證明一個有界函數在有界閉區間上是否黎曼可積時檢驗條件的難易度, 以便在單元 6.3 會根據

函數的屬性而選擇適當的等價敘述證明函數是否黎曼可積。 在那個部份, 我們會證明一些比較熟知的

可積分函數, 像是有界閉區間上的連續函數、分段連續函數還有單調函數; 也會介紹一些不是那麼顯然

的函數討論其可積性。 此外, 單元 6.3 會再證明一些黎曼可積分的性質, 例如: 定積分對於區間的可加

性、積分上下限互換與定積分的正負號差異、絕對可積性以及積分第一均值定理。

至於單元 6.4的主軸是要證明微積分基本定理,相較於微積分課程中介紹的是連續函數的版本,這

裡會把函數的條件放寬到只假設函數是黎曼可積分的時候如何建立該理論。 若各位看完證明後, 將會

發現到用精確定義的方式證明微積分基本定理比起微積分課程中的證明篇幅還要精簡許多, 甚至可以

把問題還有觀點分得更細。 至於微積分基本定理與定積分還有反導函數的關係我們也會在此全部重新

檢視。 而這個單元我們還會證明定積分的變數變換法則、分部積分公式以及積分第二均值定理。 積分

第二均值定理是為了下一章討論瑕積分理論時而進行的前置作業。

關於定積分的應用層面很廣, 舉凡幾何量像是曲線長度、區域面積、曲面的表面積、實體體積外, 物

理上也有很多觀念像是質心、轉動慣量以及施力於質點的作功問題都可轉成定積分。 單元 6.5 將以曲

線的弧長為例推得其定積分的表達式。 關於曲線弧長所對應到的定積分表達式並不是一個顯然的結果,

證明的過程甚至要用到函數的均勻連續性質還有可微分函數的均值定理; 另外, 各種三角不等式的建

立也很微妙, 所以值得好好思考其論述上的精神。
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2 6.1 定積分

6.1 定積分

定義 1. 給定在閉區間 [a, b] 上有定義的函數 f(x), 現進行以下操作:

(1) 在 [a, b] 當中選取 n + 1 個點, 記為 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b, 我們稱

P 是區間 [a, b] 的一個 分割 (partition)。 對於 i = 1, 2, . . . , n, 記 ∆xi = xi − xi−1 以及

‖P‖ = max
i=1,2,...,n

|∆xi| 表示這個分割的最大寬度。

(2) 在每個小區間 [xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , n 當中任選一點 ξi, 稱為 樣本點 (sample point)。

(3) 定義 黎曼和 (Riemann sum): R(f, ξ, P ) =
n
∑

i=1
f(ξi)∆xi。

若有一實數 A ∈ R, 對任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得對 [a, b] 區間上的任意分割 P 與任意的樣本點

ξi ∈ [xi−1, xi], 只要分割的最大寬度 ‖P‖ < δ, 都有

|R(f, ξ, P )−A| =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi −A

∣

∣

∣

∣

∣

< ε,

這時稱函數 f(x) 在 [a, b] 上是 黎曼可積的 (Riemann integrable), 或簡稱 可積分的 (integrable)。

而實數 A 稱為函數 f(x) 在 [a, b] 上的 定積分 (definite integral), 我們會用符號

A
記
=

∫ b

a

f(x) dx = lim
‖P‖→0

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi

表示此概念。

這裡先說明定積分
∫ b

a
f(x) dx 每個位置的專用術語:

(A) f(x) 稱為 被積分函數 (integrand)。

(B)
∫

稱為 積分符號 (sign of integration)。

(C) a 稱為定積分的 下限 (lower limit)。

(D) b 稱為定積分的 上限 (upper limit)。

以下舉例說明如何利用定積分的定義證明函數在閉區間上是可積分的或是不可積分的。

例 2. 給定 c ∈ R, 證明 f(x) = c 在 [a, b] 上是可積分的。

證明: 給定 ε > 0, 取 δ = b− a > 0, 對任何在 [a, b] 上的分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 <

xn = b 與任意的樣本點 ξi ∈ [xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , n, 只要 ‖P‖ < δ, 都有

|R(f, ξ, P )− c(b− a)| =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi − c(b− a)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

c∆xi − c(b− a)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

c

n
∑

i=1

(xi − xi−1)− c(b− a)

∣

∣

∣

∣

∣

= |c(b− a)− c(b− a)| = 0 < ε,

因此 f(x) = c 是可積分的。
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例 3. 證明 f(x) = x2 在 [a, b], a ≥ 0 上是可積分的。

證明: 給定區間 [a, b] 上的任何一個分割 P : 0 ≤ a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b, 我們先得

到取了一組特別的樣本點下之黎曼和: 考慮樣本點

ξ∗i =

√

x2i + xixi−1 + x2i−1

3
∈ [xi−1, xi],

則

R(f, ξ∗, P ) =

n
∑

i=1

f(ξ∗i )∆xi =

n
∑

i=1

x2i + xixi−1 + x2i−1

3
· (xi − xi−1)

=

n
∑

i=1

1

3

(

(xi)
3 − (xi−1)

3
)

=
1

3
(b3 − a3),

所以 A = 1
3(b

3 − a3) 是函數 f(x) = x2 在 [a, b], a ≥ 0 上一個可能的定積分值。 現在要證明: 任何

其它的黎曼和 R(f, ξ, P ) 與 A 值的差可受到控制: 若在分割 P 上選取其它的樣本點 ξi ∈ [xi−1, xi],

計算

|R(f, ξ, P )−A| = |R(f, ξ, P )−R(f, ξ∗, P )| =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi −

n
∑

i=1

f(ξ∗i )∆xi

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

(

(ξi)
2 − (ξ∗i )

2
)

∆xi

∣

∣

∣

∣

∣

≤

n
∑

i=1

|ξi + ξ∗i ||ξi − ξ∗i |∆xi

≤

n
∑

i=1

2b‖P‖∆xi = 2b(b− a)‖P‖,

對任意 ε > 0, 取 δ = ε
2b(b−a) > 0, 則對任意分割 P : 0 ≤ a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b 與

任意樣本點 ξi ∈ [xi−1, xi], 只要 ‖P‖ < δ, 都有

|R(f, ξ, P )−A| ≤ 2b(b− a)‖P‖ < 2b(b− a) ·
ε

2b(b− a)
= ε,

因此 f(x) = x2 在 [a, b], a ≥ 0 上是可積分的。

當我們回顧 例 3 的證明過程, 那時所採取的策略是: 給定分割後, 先找一組特別的樣本點使其黎

曼和與定積分的值一致, 然後再估計其它樣本點所得之黎曼和與這個定積分值的差。 由於該定積分值

可寫成黎曼和的形式, 這樣能夠整理與合併以確實估計。

這時將引發以下幾個問題: (A) 由於我們先學了微積分, 才會預先知道這個定積分的值, 倘偌是其

它函數, 而且不曉得其定積分的值時, 這個策略大概也行不通。 此時又該怎麼辦呢? 關於這個問題, 其

實在之前學數列極限或是函數極限的情況一樣, 為了要闡述一個概念的精確定義, 所以先採用一種馬

後炮的方式 — 預知極根值 — 以說明這之間的邏輯, 之後才會繼續引申極限更深刻的意涵。 (B) 這個

例子特別的地方在於: 我們可以找到一組樣本點使其黎曼和與定積分值一模一樣, 可是這件事情一般

來說都會發生嗎? 還是說 「定積分的值可以用某個黎曼和實現」 這件事是需要有什麼限制或是什麼條
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件下才會成立? 更進一步地問: 是否有什麼方法或判別式可以告知定積分的值會和某一組樣本點所成

的黎曼和完全相等? 關於這個問題, 我們要到單元 6.4 才能解釋清楚。

其實這個例題還有一件事可以追問: 為什麼要假定 a ≥ 0 呢? 難道不能隨意設定一般的 [a, b] 嗎?

這個問題的解釋是: 我們當然可以討論一般的有界閉區間, 只是在這個時候討論會稍嫌複雜一此。 比

方說, 若討論的區間跨越到負的區域時, 那麼所選的樣本點就應選取負的平方根, 或是分割後的小區間

[xi−1, xi] 是 xi−1 < 0, xi > 0 的時候, 那麼 ξ∗i ∈ [xi−1, xi] 這件事也要小心驗證。 簡單說來, 這個例

題是希望大家好好體會定積分的意義, 所以不應被必須分成很多情況討論的現象而干擾。

以下我們舉一個不可積分的例子。

例 4. 證明狄立克萊函數 (Dirichlet function)

D(x) =

{

1 若 x 是有理數

0 若 x 是無理數

在 [a, b] 上是不可積分的 (not integrable)。

證明: 因為在 [a, b] 上的有理數與無理數具有稠密性, 所以對任意分割 P : a = x0 < x1 < · · · <

xn−1 < xn = b, 若在每個區間 [xi−1, xi] 中都選取有理數為樣本點, 即 ξ∗i ∈ Q ∩ [xi−1, xi], 則

R(D, ξ∗, P ) =

n
∑

i=1

D(ξ∗i )∆xi =

n
∑

i=1

1 · (xi − xi−1) = (b− a) > 0;

另一方面, 若在每個區間 [xi−1, xi] 中都選取無理數為樣本點, 即 ξ∗∗i ∈ (R−Q) ∩ [xi−1, xi], 則

R(D, ξ∗∗, P ) =

n
∑

i=1

D(ξ∗∗i )∆xi =

n
∑

i=1

0 · (xi − xi−1) = 0。

上面的討論欲說明: 任何分割 P 總是可以取到一種黎曼和是 (b− a) 以及另一種黎曼和是 0。 若狄立

克萊函數在 [a, b] 上是可積分的, 記 A =
∫ b

a
D(x) dx。

(A) 若 A ≥ b−a
2 , 取 ε0 = b−a

2 > 0, 對任意 δ > 0, 取分割 P 滿足 ‖P‖ < δ 以及樣本點 ξ∗∗, 則

|R(D, ξ∗∗, P )−A| = |0−A| = | −A| = A ≥
b− a

2
= ε0,

(B) 若 A < b−a
2 , 取 ε0 = b−a

2 > 0, 對任意 δ > 0, 取分割 P 滿足 ‖P‖ < δ 以及樣本點 ξ∗, 則

|R(D, ξ∗, P )−A| = |b− a−A| = b− a−A > b− a−

(

b− a

2

)

=
b− a

2
= ε0,

(C) 綜合 (A) 與 (B) 的結果得知: 不存在實數 A 滿足定積分的條件, 因此狄立克萊函數 D(x) 在

[a, b] 上是不可積分的。

由 例 4, 除了告知存在一些不可積分的函數之外, 還可以再進一步知道: 一個有界的函數不一定

是可積分的。 但是以下定理將證明若函數是可積分的, 則函數必有界。
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定理 5. 若函數 f(x) 在 [a, b] 上是可積分的, 則 f(x) 在 [a, b] 上是有界函數。

證明: 記 f(x) 在 [a, b] 上的定積分為 A, 則對 ε = 1 > 0, 存在 δ > 0, 使得對任意分割 P : a =

x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b 與任意的樣本點 ξi ∈ [xi−1, xi], 只要 ‖P‖ < δ, 都有
∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi −A

∣

∣

∣

∣

∣

< 1,

由此先得到一個黎曼和的估計式:
∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi −A+A

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi −A

∣

∣

∣

∣

∣

+ |A| < 1 + |A|。 (1)

若函數 f(x) 在 [a, b] 上是無界的函數, 則存在 j ∈ {1, 2, . . . , n} 使得函數 f(x) 在區間 [xj−1, xj ]

上無界, 所以對於 i 6= j, 對任意取定的 ξ∗i ∈ [xi−1, xi], 必存在一個樣本點 ξ∗j ∈ [xj−1, xj ] 使得

|f(ξ∗j )| >

∣

∣

∣

∣

∣

∑

i 6=j

f(ξ∗i )∆xi

∣

∣

∣

∣

∣

+ 1 + |A|

∆xj
,

由上述條件選到的樣本點所得之黎曼和有

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

f(ξ∗i )∆xi

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(ξ∗j )∆xj +
∑

i 6=j

f(ξ∗i )∆xi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≥

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣f(ξ∗j )∆xj
∣

∣−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

i 6=j

f(ξ∗i )∆xi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣f(ξ∗j )∆xj
∣

∣−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

i 6=j

f(ξ∗i )∆xi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

> 1 + |A|,

這和 (1) 所得的不等式矛盾。 因此 f(x) 在 [a, b] 上是有界函數。

這裡應注意的是: 現階段不要把上面定理和瑕積分 (improper integral) 的討論混為一談, 這裡純粹

是討論函數在有界閉區間上定積分的性質。 瑕積分是另外一個延伸的概念, 我們會到定積分的理論都

介紹完畢之後才會研究瑕積分。

接下來要介紹兩個定積分的性質:

定理 6 (定積分的線性性質). 若函數 f(x) 與 g(x) 在 [a, b] 上都是可積分的, 則對任何 c1, c2 ∈ R,

函數 c1f(x) + c2g(x) 在 [a, b] 上也是可積分的, 並且

∫ b

a

(c1f(x) + c2g(x)) dx = c1

∫ b

a

f(x) dx+ c2

∫ b

a

g(x) dx。

證明: 因為 f(x) 在 [a, b] 上是可積分的, 所以存在實數 Af , 對任意 ε > 0, 存在 δ1 > 0 使得對任何

在 [a, b] 區間上的分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b 與任意樣本點 ξi ∈ [xi−1, xi], 只

要 ‖P‖ < δ1, 都有

|R(f, ξ, P )−Af | =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi −Af

∣

∣

∣

∣

∣

< ε,
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因為 g(x) 在 [a, b] 上是可積分的, 所以存在實數 Ag, 對任意 ε > 0, 存在 δ2 > 0 使得對任何在

[a, b] 區間上的分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b 與任意樣本點 ξi ∈ [xi−1, xi], 只要

‖P‖ < δ2, 都有

|R(g, ξ, P ) −Ag| =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

g(ξi)∆xi −Ag

∣

∣

∣

∣

∣

< ε。

給定 c1, c2 ∈ R, 對任意 ε > 0, 取 δ = min(δ1, δ2) > 0, 則對 [a, b] 區間上的任何分割 P : a = x0 <

x1 < · · · < xn−1 < xn = b 與任意樣本點 ξi ∈ [xi−1, xi], 只要 ‖P‖ < δ, 都有

|R(c1f + c2g, ξ, P ) − (c1Af + c2Ag)|

= |c1R(f, ξ, P ) + c2R(g, ξ, P ) − (c1Af + c2Ag)|

= |c1(R(f, ξ, P )−Af ) + c2(R(g, ξ, P ) −Ag)|

≤ |c1| |R(f, ξ, P )−Af |+ |c2| |R(g, ξ, P ) −Ag| < (|c1|+ |c2|) ε,

因此 c1f(x) + c2g(x) 在 [a, b] 上也是可積分的, 並且

∫ b

a

(c1f(x) + c2g(x)) dx = c1

∫ b

a

f(x) dx+ c2

∫ b

a

g(x) dx。

若以線性代數的語言描述這個定理, 則可以說明: 定積分是在可積分函數空間當中的一個線性泛

函 (linear functional)。

定理 7 (定積分的保序性). 若函數 f(x) 與 g(x) 在 [a, b] 上都是可積分的, 而且對所有 x ∈ [a, b]

都有 f(x) ≤ g(x), 則

∫ b

a

f(x) dx ≤

∫ b

a

g(x) dx。

證明:

(A) 首先證明: 若 h(x) ≥ 0 是在 [a, b] 上的可積分函數, 則
∫ b

a
h(x) dx ≥ 0。 因為在 [a, b] 上都

有 h(x) ≥ 0, 則對任意的分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b 與任意的樣本點

ξi ∈ [xi−1, xi] 都有

n
∑

i=1

h(ξi)∆xi ≥ 0,

若 A =
∫ b

a
h(x) dx < 0, 取 ε = −A

2 > 0, 則存在 δ > 0 使得對任意分割 P : a = x0 < x1 <

· · · < xn−1 < xn = b 與任意的樣本點 ξi ∈ [xi−1, xi], 只要 ‖P‖ < δ, 都有
∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

h(ξi)∆xi −A

∣

∣

∣

∣

∣

< −
A

2
⇒

n
∑

i=1

h(ξi)∆xi <
A

2
< 0

矛盾, 所以 A =
∫ b

a
h(x) dx ≥ 0。
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(B) 對於可積分函數 f(x) 與 g(x), 若 f(x) ≤ g(x), 令 h(x) = g(x) − f(x) ≥ 0, 由 定理 6 知:

h(x) 在 [a, b] 上是可積分的函數, 而且

∫ b

a

h(x) dx =

∫ b

a

(g(x) − f(x)) dx =

∫ b

a

g(x) dx−

∫ b

a

f(x) dx ≥ 0,

因此
∫ b

a
g(x) dx ≥

∫ b

a
f(x) dx。

6.2 黎曼可積的充要條件

前一節定義了函數是可積分的意思, 並得到在有界閉區間上的函數 f(x) 如果是可積分的, 則函數

f(x) 一定是有界函數; 換言之, 對於一個在要討論的範圍內是無界的函數, 其定積分一定不存在。 於

是以下的討論, 我們就可以將焦點放在有界函數, 繼續追問其定積分是否存在。 這一節將給出有界閉

區間上的有界函數是黎曼可積分的四個等價敘述。

假設 f(x) 在 [a, b] 上有界, 即存在 m,M ∈ R 使得對所有 x ∈ [a, b] 都有 m ≤ f(x) ≤ M。 給

定一個分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b, 記 Mi 與 mi 分別表示在區間 [xi−1, xi] 上

函數 f(x) 的上確界 (supremum) 與下確界 (infimum); 也就是說,

Mi = sup{f(x)|x ∈ [xi−1, xi]}, mi = inf{f(x)|x ∈ [xi−1, xi]}, 其中 i = 1, 2, . . . , n。

由實數完備性 (completeness of real number system) 知: 對所有 i = 1, 2, . . . , n, Mi,mi ∈ R。

現考慮函數 f(x) 在 [a, b] 上對於分割 P 的兩個實數:

• 達布上和 (upper Darboux sum): S(P ) =
n
∑

i=1
Mi∆xi。

• 達布下和 (lower Darboux sum): S(P ) =
n
∑

i=1
mi∆xi。

注意到達布上和與達布下和分別是拿 Mi 與 mi 與 ∆xi 相乘再取和, 因為上確界與下確界不一定是

函數在某一點的取值,所以它們不見得是一種黎曼和;但是達布上和與達布下和提供了一個對於黎曼和

初步的估計。

引理 1. 若 f(x) 在 [a, b] 上有界, 對於一個分割 P 所得之黎曼和 R(f, ξ, P ) =
n
∑

i=1
f(ξi)∆xi 都有

m(b− a) ≤ S(P ) ≤ R(f, ξ, P ) ≤ S(P ) ≤ M(b− a)。

證明: 因為對任何樣本點 ξi ∈ [xi−1, xi] 都有 m ≤ mi ≤ f(ξi) ≤ Mi ≤ M , 所以

n
∑

i=1

m∆xi ≤

n
∑

i=1

mi∆xi ≤

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi ≤

n
∑

i=1

Mi∆xi ≤

n
∑

i=1

M∆xi,

得到 m(b− a) ≤ S(P ) ≤ R(f, ξ, P ) ≤ S(P ) ≤ M(b− a)。
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以下引理將告知達布上和與達布下和也可以用另外的方式重現:

引理 2. 若 f(x) 在 [a, b] 上有界, 對於一個分割 P , 其達布上和 S(P ) 與達布下和 S(P ) 分別與另

外兩個值相同:

S(P ) = sup
ξ

R(f, ξ, P )
定義
== sup

{

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi

∣

∣

∣

∣

∣

ξi ∈ [xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , n

}

S(P ) = inf
ξ
R(f, ξ, P )

定義
== inf

{

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi

∣

∣

∣

∣

∣

ξi ∈ [xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , n

}

。

在證明引理之前, 各位應該要先體會這些記號的意義。 以達布上和為例, 給定好分割 P 之後, 達

布上和 S(P ) 是先在每個小區間上得到函數的上確界, 然後乘上寬度後再加總。 而 sup
ξ

R(f, ξ, P ) 則

是先選取樣本點之後得到黎曼和, 再對所有的黎曼和考慮其上確界。 於是 引理 2 是要證明這兩個概

念對應到的實數會相同。

證明: 由 引理 1 知道 S(P ) 是對於分割 P 所得黎曼和 R(f, ξ, P ) 的一個上界。 以下欲證明: 對任意

ε > 0, S(P )− ε 不再是 R(f, ξ, P ) 的上界: 因為 Mi = sup{f(x)|x ∈ [xi−1, xi]}, 由上確界的定義

得知: 對任意 ε > 0, 對所有 i = 1, 2, . . . , n, 存在 ξ∗i ∈ [xi−1, xi] 使得 f(ξ∗i ) > Mi −
ε

b−a
, 所以

R(f, ξ∗, P ) =

n
∑

i=1

f(ξ∗i )∆xi >

n
∑

i=1

(

Mi −
ε

b− a

)

∆xi

=

n
∑

i=1

Mi∆xi −
ε

b− a

n
∑

i=1

∆xi = S(P )− ε。

因此

S(P ) = sup
ξ

R(f, ξ, P ) = sup

{

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi

∣

∣

∣

∣

∣

ξi ∈ [xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , n

}

。

至於達布下和的討論也是類似的。 由 引理 1 知道 S(P ) 是對於分割 P 所得黎曼和 R(f, ξ, P ) 的

一個下界, 以下欲證明: 對任意 ε > 0, S(P )+ε 不再是 R(f, ξ, P )的下界: 因為 mi = inf{f(x)|x ∈

[xi−1, xi]}, 由下確界的定義得知: 對任意 ε > 0, 對所有 i = 1, 2, . . . , n, 存在 ξ∗∗i ∈ [xi−1, xi] 使得

f(ξ∗∗i ) < mi +
ε

b−a
, 所以

R(f, ξ∗∗, P ) =

n
∑

i=1

f(ξ∗∗i )∆xi <

n
∑

i=1

(

mi +
ε

b− a

)

∆xi

=

n
∑

i=1

mi∆xi +
ε

b− a

n
∑

i=1

∆xi = S(P ) + ε,

因此

S(P ) = inf
ξ
R(f, ξ, P ) = inf

{

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi

∣

∣

∣

∣

∣

ξi ∈ [xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , n

}

。
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引理 2 是在討論達布上和與達布下和在固定一個分割 P 下對於樣本點選取不同之關係, 以下要

觀察的是在不同的分割之下達布上和與達布下和之關係:

引理 3. 若 f(x) 在 [a, b] 上有界, 給定 [a, b] 的一個分割 P , 若從分割 P 當中再增加 k 個新的分割

點而形成分割 Pk, 其中 k ∈ N, 則它們的達布上和與達布下和有以下關係:

S(P ) ≤ S(Pk) ≤ S(Pk) ≤ S(P );

更進一步地說, 我們有以下估計式:

S(P )− k(M −m)‖P‖ ≤ S(Pk) ≤ S(P ),

S(P ) ≤ S(Pk) ≤ S(P ) + k(M −m)‖P‖。

證明: 先看 k = 1 的情況。 給定分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b, 假設 y 是增加的分

割點, 則存在 j ∈ {1, 2, . . . , n} 使得 y ∈ (xj−1, xj)。 記 M ′
j = sup

[xj−1,y]
f(x) 與 M ′′

j = sup
[y,xj]

f(x), 則

m ≤ M ′
j ≤ Mj ≤ M

m ≤ M ′′
j ≤ Mj ≤ M。

比較分割 P 和 P1, 除了區間 [xj−1, xj ] 之外都一樣, 而 [xj−1, xj ] 分成 [xj−1, y]∪ [y, xj ], 因此從達

布上和的定義得知:

S(P )− S(P1) = Mj(xj − xj−1)−M ′
j(y − xj−1)−M ′′

j (xj − y)

= Mj(xj − y) +Mj(y − xj−1)−M ′
j(y − xj−1)−M ′′

j (xj − y)

= (Mj −M ′′
j )(xj − y) + (Mj −M ′

j)(y − xj−1) ≥ 0。

另一方面,

S(P )− S(P1) = (Mj −M ′′
j )(xj − y) + (Mj −M ′

j)(y − xj−1)

≤ (M −m)(xj − y) + (M −m)(y − xj−1) = (M −m)∆xj ≤ (M −m)‖P‖,

因此 S(P )− (M −m)‖P‖ ≤ S(P1)。

對於 k ∈ N, k > 1, 則 Pk 可以看成是由分割 P 開始, 一次增加一個分割點, 增加 k 次而

得; 也就是說, 逐次考慮 P,P1, P2, . . . , Pk, 則 S(Pk) ≤ · · · ≤ S(P2) ≤ S(P1) ≤ S(P ), 並且

‖Pk‖ ≤ · · · ≤ ‖P2‖ ≤ ‖P1‖ ≤ ‖P‖。 因為

S(P )−(M −m)‖P‖ ≤ S(P1)

S(P1)−(M −m)‖P1‖ ≤ S(P2)

· · ·

S(Pk−1)−(M −m)‖Pk−1‖ ≤ S(Pk),
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加總之後則有

S(P )− k(M −m)‖P‖ ≤ S(P )− (M −m) (‖P‖+ ‖P1‖+ · · · ‖Pk−1‖) ≤ S(Pk)。

而達布下和的情況也是類似的。 先看 k = 1 的情況。 給定分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 <

xn = b, 假設 y是增加的分割點, 則存在 j ∈ {1, 2, . . . , n}使得 y ∈ (xj−1, xj)。記m′
j = inf

[xj−1,y]
f(x)

與 m′′
j = inf

[y,xj]
f(x), 則

m ≤ mj ≤ m′
j ≤ M

m ≤ mj ≤ m′′
j ≤ M,

比較分割 P 和 P1, 除了區間 [xj−1, xj ] 之外都不變, 而 [xj−1, xj ] 分成 [xj−1, y]∪ [y, xj], 因此從達

布下和的定義得知:

S(P1)− S(P ) = m′
j(y − xj−1) +m′′

j (xj − y)−mj(xj − xj−1)

= m′
j(y − xj−1) +m′′

j (xj − y)−mj(xj − y)−mj(y − xj−1)

= (m′′
j −mj)(xj − y) + (m′

j −mj)(y − xj−1) ≥ 0。

另一方面,

S(P1)− S(P ) = (m′′
j −mj)(xj − y) + (m′

j −mj)(y − xj−1)

≤ (M −m)(xj − y)− (M −m)(y − xj−1) = (M −m)∆xj ≤ (M −m)‖P‖,

因此 S(P1) ≤ S(P ) + (M −m)‖P‖。

對於 k ∈ N, k > 1, 則 Pk 可以看成是由分割 P 開始, 一次增加一個分割點, 增加 k 次而

得, 也就是說, 逐次考慮 P,P1, P2, . . . , Pk, 則 S(P ) ≤ S(P1) ≤ S(P2) ≤ · · · ≤ S(Pk), 並且

‖Pk‖ ≤ · · · ≤ ‖P2‖ ≤ ‖P1‖ ≤ ‖P‖。 因為

S(P1) ≤ S(P ) + (M −m)‖P‖

S(P2) ≤ S(P1) + (M −m)‖P1‖

· · ·

S(Pk) ≤ S(Pk−1) + (M −m)‖Pk−1‖,

加總之後則有

S(Pk) ≤ S(P ) + (M −m) (‖P‖+ ‖P1‖+ · · · ‖Pk−1‖) ≤ S(P ) + k(M −m)‖P‖。

這裡應注意的是: 若兩個分割之間有包含的關係時, 兩者的達布上和才有大小關係 — 分割數較多的

達布上和小於等於分割數較少的達布上和, 而它們的達布下和才有: 分割數較多的達布下和大於等於

分割數較少的達布下和。
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現在要得到任何分割之下達布上和與達布下和的關係。

引理 4. 若 f(x) 在 [a, b] 上有界, 對任意兩分割 P ′ 與 P ′′ 都有 S(P ′) ≤ S(P ′′)。

證明: 將 P ′ 與 P ′′ 的分割點取出並將分割點由小到大依序排列後得到對於 [a, b] 區間新的分割 P ,

由 引理 3 可得:

S(P ′) ≤ S(P ) ≤ S(P ) ≤ S(P ′′)。

給定在 [a, b] 上的有界函數 f(x), 考慮以下兩實數:

• 函數 f(x) 在 [a, b] 區間的 上積分 (upper integral): L = inf
P
{S(P )}。

• 函數 f(x) 在 [a, b] 區間的 下積分 (lower integral): l = sup
P

{S(P )}。

因為 m(b − a) ≤ S(P ) ≤ S(P ) ≤ M(b − a) 表示 {S(P )} 與 {S(P )} 有界, 又兩集合都是非空集

合, 所以 L, l ∈ R。

以下定理將說明函數 f(x) 在 [a, b] 區間的上積分與下積分有另外的詮釋。

定理 5. 關於函數 f(x) 在 [a, b] 上的上積分 L 與下積分 l 可以改成對於分割的寬度取極限的形式:

L
記
= inf

P
{S(P )} = lim

‖P‖→0
S(P ) 與 l

記
= sup

P

{S(P )} = lim
‖P‖→0

S(P )。

證明: 先看上積分的情況。 給定任意 ε > 0, 因為 L 是 {S(P )} 的下確界, 則 L+ ε
2 不再是 {S(P )}

的下界, 所以存在一個分割 P ′ = a = x′0 < x′1 < x′2 < · · · < x′k = b 使得 L ≤ S(P ′) < L+ ε
2 , 即

0 ≤ S(P ′)− L < ε
2。

對此 ε > 0, 考慮 δ = ε
2(k−1)(M−m) > 0, 以下將證明: 對任意一個分割 P , 只要 ‖P‖ < δ, 則

S(P ) ≤ L+ ε。 這麼一來, 得到 |S(P )− L| < ε 則表示 L = inf
P
{S(P )} = lim

‖P‖→0
S(P )。

給定 P 滿足 ‖P‖ < δ, 現將 P 和 P ′ 的分割點取出並將分割點由小到大依序排列後得到對於

[a, b] 區間新的分割 P ′′, 則 P ′′ 的分割點個數比起分割 P 來說多了 k0 個分割點, 其中 k0 ≤ k − 1,

則

S(P )− k0(M −m)‖P‖ ≤ S(P ′′) ≤ S(P ),

於是

L ≤ S(P ) ≤ S(P ′′) + k0(M −m)‖P‖

< S(P ′) + k0(M −m) ·
ε

2(k − 1)(M −m)
< L+

ε

2
+

ε

2
= L+ ε。

再看下積分的情況。 給定任意 ε > 0, 因為 l 是 {S(P )} 的上確界, 則 l − ε
2 不再是 {S(P )} 的

上界, 所以存在一個分割 P ′ = a = x′0 < x′1 < x′2 < · · · < x′k = b 使得 l − ε
2 < S(P ′) ≤ l, 即

− ε
2 < S(P ′)− l ≤ 0。
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對此 ε > 0, 考慮 δ = ε
2(k−1)(M−m) > 0, 以下將證明: 對任意一個分割 P , 只要 ‖P‖ < δ, 則

−ε < S(P )− l ≤ 0。 這麼一來, 得到 |S(P )− l| < ε 則表示 l = sup
P

{S(P )} = lim
‖P‖→0

S(P )。

給定 P 滿足 ‖P‖ < δ, 現將 P 和 P ′ 的分割點取出並將分割點由小到大依序排列後得到對於

[a, b] 區間新的分割 P ′′, 則 P ′′ 的分割點個數比起分割 P 來說多了 k0 個分割點, 其中 k0 ≤ k − 1,

則

S(P ) ≤ S(P ′′) ≤ S(P ) + k0(M −m)‖P‖,

於是

l ≥ S(P ) ≥ S(P ′′)− k0(M −m)‖P‖

> S(P ′′)− k0(M −m) ·
ε

2(k − 1)(M −m)
> l −

ε

2
−

ε

2
= l − ε。

對於達布上和與達布下和以及上積分還有下積分的充分討論後, 現在要證明函數黎曼可積分的第

一充要條件。

定理 6 (黎曼可積的第一充要條件). 若函數 f(x) 在 [a, b] 上有界, 則 f(x) 在 [a, b] 上可積分的充

分必要條件是

lim
‖P‖→0

S(P ) = lim
‖P‖→0

S(P ), 也就是 inf
P
{S(P )} = sup

P

{S(P )} 或是 L = l。

證明: (⇒) 因為 f(x) 在 [a, b] 上是可積分的, 記 A =
∫ b

a
f(x) dx 為其定積分, 對任意 ε > 0, 存在

δ > 0 使得對任意分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b 與任意樣本點 ξi ∈ [xi−1, xi], 只

要 ‖P‖ < δ, 都有

|R(f, ξ, P )−A| =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi −A

∣

∣

∣

∣

∣

<
ε

2
,

因為 S(P ) = sup
ξ

{R(f, ξ, P )}, 所以存在 ξ′ 使得 S(P )− ε
2 ≤ R(f, ξ′, P ), 所以

∣

∣S(P )−A
∣

∣ =
∣

∣S(P )−R(f, ξ′, P ) +R(f, ξ′, P )−A
∣

∣

≤
∣

∣S(P )−R(f, ξ′, P )
∣

∣+
∣

∣R(f, ξ′, P )−A
∣

∣ <
ε

2
+

ε

2
= ε,

因為 S(P ) = inf
ξ
{R(f, ξ, P )}, 所以存在 ξ′′ 使得 R(f, ξ′′, P ) ≤ S(P ) + ε

2 , 所以

|S(P )−A| =
∣

∣S(P )−R(f, ξ′′, P ) +R(f, ξ′′, P )−A
∣

∣

≤
∣

∣S(P )−R(f, ξ′′, P )
∣

∣ +
∣

∣R(f, ξ′′, P )−A
∣

∣ <
ε

2
+

ε

2
= ε,

因此 lim
‖P‖→0

S(P ) = lim
‖P‖→0

S(P ) = A。
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(⇐) 由 S(P ) 及 S(P ) 的定義: 對任意分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b 以及任意樣

本點 ξi ∈ [xi−1, xi], 都有

S(P ) ≤ R(f, ξ, P ) ≤ S(P ),

因為 lim
‖P‖→0

S(P ) = lim
‖P‖→0

S(P ), 所以

lim
‖P‖→0

S(P ) = lim
‖P‖→0

R(f, ξ, P ) = lim
‖P‖→0

S(P ),

得到函數 f(x) 在 [a, b] 上是可積分的。

關於 定理 6, 函數 f(x) 在 [a, b] 上是可積分的充要條件可以理解為

lim
‖P‖→0

(S(P )− S(P )) = 0;

也就是說, 上式的精確定義表示為:

對任意 ε > 0, 存在 δ > 0 使得對任意分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b,

若 ‖P‖ < δ, 則 S(P )− S(P ) < ε。

這個條件可以改寫成以下形式: 記 ωi = Mi −mi, 稱為 f(x) 在區間 [xi−1, xi] 上的 振幅 (oscilla-

tion)。

定理 7 (黎曼可積的第二充要條件). 若函數 f(x) 在 [a, b] 上有界, 則 f(x) 在 [a, b] 上可積分的充

分必要條件是

lim
‖P‖→0

n
∑

i=1

ωi∆xi = 0。

若將這個式子用極限的精確定義描述, 則為

對任意 ε > 0, 存在 δ > 0 使得對任意分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b,

若 ‖P‖ < δ, 則
n
∑

i=1
ωi∆xi < ε。

證明: 因為在分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b 之下,

S(P )− S(P ) =

n
∑

i=1

(Mi −mi)∆xi =

n
∑

i=1

ωi∆xi ⇒ lim
‖P‖→0

(S(P )− S(P )) = lim
‖P‖→0

n
∑

i=1

ωi∆xi,

所以由黎曼可積的第一充要條件得知 lim
‖P‖→0

n
∑

i=1
ωi∆xi = 0 是另一個等價敘述。

在這個等價敘述中, 我們必須檢查所有滿足 ‖P‖ < δ 的分割都要
n
∑

i=1
ωi∆xi < ε。 若要拿這個條

件驗證定積分的存在性實際上是有難度的, 主因是在於分割 P 的任意性會讓 ωi 的大小無法確實估

計。 但是這個條件我們可以把它放弱, 得到以下黎曼可積的第三充要條件:
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定理 8 (黎曼可積的第三充要條件). 若函數 f(x) 在 [a, b] 上有界, 則 f(x) 在 [a, b] 上可積分的充

分必要條件是:

對任意 ε > 0, 存在分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b 使得
n
∑

i=1
ωi∆xi < ε。

證明: (⇒) 由黎曼可積第二充要條件的必要性之證明得到現在的討論是其中一個特例。

(⇐) 對任意 ε > 0, 因為存在分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b 使得
n
∑

i=1
ωi∆xi < ε,

則

0 ≤ L− l ≤ S(P )− S(P ) =

n
∑

i=1

ωi∆xi < ε,

因此 L = l, 於是由黎曼可積的第一充要條件可知 f(x) 在 [a, b] 上是可積分的。

這裡各位可以看到黎曼可積的第三充要條件在驗證定積分的存在就容易許多, 我們只要專心研究是否

可以找到一個分割, 好好計算
n
∑

i=1
ωi∆xi 是否受控, 不用對所有滿足分割寬度都很小的黎曼和估計。

最後, 我們還要再給出黎曼可積的第四充要條件。

定理 9 (黎曼可積的第四充要條件). 若函數 f(x) 在 [a, b] 上有界, 則 f(x) 在 [a, b] 上可積分的充

分必要條件是:

對任意 ε > 0 與 η > 0, 存在分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b 使得所有

振幅 ωk ≥ ε 的區間 [xk−1, xk] 之總寬度
∑

ωk≥ε

∆xk < η。

證明: (⇒) 因為 f(x) 在 [a, b] 上是可積分的, 所以對任意 ε > 0 與 η > 0, 存在分割 P : a = x0 <

x1 < · · · < xn−1 < xn = b 使得
n
∑

i=1
ωi∆xi < ηε, 於是

ε
∑

ωk≥ε

∆xk =
∑

ωk≥ε

ε∆xk ≤
∑

ωk≥ε

ωk∆xk ≤

n
∑

i=1

ωi∆xi < ηε,

所以
∑

ωk≥ε

∆xk < η。

(⇐) 因為函數在 [a, b] 上有界, 所以存在 m,M ∈ R 使得所有 x ∈ [a, b] 都有 m ≤ f(x) ≤ M。 記

M = max(|m|, |M |), 則對所有 x ∈ [a, b] 都有 |f(x)| ≤ M。

對任意 ε > 0 與 η
取
= ε > 0, 因為存在分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b 使得所有

振幅 ωk ≥ ε 的區間之總寬度
∑

ωk≥ε

∆xk < ε, 於是

n
∑

i=1

ωi∆xi =
∑

ωk<ε

ωk∆xk +
∑

ωk≥ε

ωk∆xk <
∑

ωk<ε

ε∆xk +
∑

ωk≥ε

2M∆xk < ((b− a) + 2M)ε,

所以 f(x) 在 [a, b] 上是可積分的。

至於黎曼可積的第四充要條件也有其特色, 概念上是說: 若要說許多矩形面積的和很小, 只需要觀察

那些寬度太大的矩形, 要求它們的高度不能太大即可。
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6.3 可積分的函數與黎曼可積的性質

前一節介紹了有界閉區間上的有界函數是黎曼可積的四個等價敘述, 我們可以利用這些等價敘述得到

許多可積分函數的例子。

定理 1. 若函數 f(x) 在 [a, b] 上連續, 則 f(x) 在 [a, b] 上是黎曼可積的。

證明: 因為函數 f(x) 在 [a, b] 上連續, 所以 f(x) 在 [a, b] 上是均勻連續的 (uniformly continuous);

則對任意 ε > 0, 存在 δ > 0使得對所有 x′, x′′ ∈ [a, b]並且 |x′−x′′| < δ都有 |f(x′)−f(x′′)| < ε
b−a

。

給定任意分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b 滿足 ‖P‖ < δ, 由極值定理

(Extreme Value Theorem) 得知: 對所有 i = 1, 2, . . . , n, 函數在每個小區間 [xi−1, xi] 上存在最

大值 Mi = max
[xi−1,xi]

f(x) = f(x′i) 與最小值 mi = min
[xi−1,xi]

f(x) = f(x′′i ), 因此 ωi = Mi − mi =

f(x′i)− f(x′′i ) ≤
ε

b−a
, 所以

S(P )− S(P ) =

n
∑

i=1

ωi∆xi =

n
∑

i=1

(Mi −mi)∆xi ≤

n
∑

i=1

ε

b− a
∆xi ≤

ε

b− a
· (b− a) = ε,

所以有界閉區間上的連續函數是黎曼可積的。

定理 2. 若函數 f(x) 在 [a, b] 上只有有限個數的第一類不連續點; 也就是說, 若 f(x) 是分段連續函

數 (piecewise continuous function), 則 f(x) 在 [a, b] 上是黎曼可積的。

證明: 假設 f(x) 在 [a, b] 上有 N 個第一類不連續點, 記為 y1, y2, . . . , yN , 則對任意 ε > 0與 η > 0,

取 δ > 0 使得 δ < η
2N 。 先選一組滿足 ‖P‖ < δ 的分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b,

因為不含有任何 yj , j = 1, 2, . . . , N 的區間 [xk−1, xk] 上函數 f(x) 連續, 所以可在區間 [xk−1, xk]

再做分割使得在更小的區間上函數之振幅皆小於 ε。 另一方面, 振幅 ωk ≥ ε 的區間至多 2N 個, 其寬

度總和
∑

ωk≥ε

∆xk <
∑

ωk≥ε

η
2N ≤ η

2N · 2N = η, 所以 f(x) 在 [a, b] 上是黎曼可積的。

例 3. 黎曼函數 (Riemann function)

f(x) =

{

1
q
若 x 是有理數, 且 x = p

q
, (p, q) = 1

0 若 x 是無理數

在 [0, 1] 區間上是黎曼可積的, 並且
∫ 1
0 f(x) dx = 0。

證明: 給定 ε > 0 與 η > 0, 滿足 f(x) ≥ ε 的點只有有限多個, 記為 y1, y2, . . . , yN 。 取 δ = η
2N , 則

任取一組滿足 ‖P‖ < δ 的分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b, 因為函數的振幅具有

ωk ≥ ε 的區間 [xk−1, xk] 只會發生在包含 yj , j = 1, 2, . . . , N 的區間, 而這些區間至多 2N 個, 且

每一個區間的寬度 ∆xk ≤ ‖P‖ < δ = η
2N , 於是

∑

ωk≥ε

∆xk =
∑

ωk≥ε

η

2N
<

η

2N
· 2N = η,

所以黎曼函數在 [0, 1] 區間上是可積分的。

因為對所有的分割 P ,黎曼函數在 [0, 1] 區間上的達布下和 S(P ) ≡ 0,所以
∫ 1
0 f(x) dx = 0。
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定理 4. 有界閉區間上的單調函數是黎曼可積的。

證明: 這裡只證明函數是遞增的情況, 對於遞減函數同理可證。 假設 f(x) 在 [a, b] 上是遞增函數, 若

f(b) = f(a), 則 f(x) 為常數函數。 由單元 6.1 的 例 2 得知函數 f(x) 在 [a, b] 上是可積分的。

若 f(b) > f(a), 對任意 ε > 0, 取 δ = ε
f(b)−f(a) > 0, 對任意分割 P : a = x0 < x1 < · · · <

xn−1 < xn = b 滿足 ‖P‖ < δ, 對於 i = 1, 2, . . . , n, 記 Mi = sup
[xi−1,xi]

f(x) 與 mi = inf
[xi−1,xi]

f(x),

因為 f(x) 遞增, 所以 Mi = f(xi) 且 mi = f(xi−1), 於是

0 < S(P )− S(P ) =

n
∑

i=1

(Mi −mi)(xi − xi−1) ≤

n
∑

i=1

(f(xi)− f(xi−1)) ·
ε

f(b)− f(a)

=
ε

f(b)− f(a)

n
∑

i=1

(f(xi)− f(xi−1)) =
ε

f(b)− f(a)
· (f(b)− f(a)) = ε,

所以 f(x) 在 [a, b] 上是黎曼可積的。

定理 5. 若函數 f(x) 與 g(x) 在 [a, b] 上是黎曼可積的, 則 f(x)g(x) 在 [a, b] 上也是黎曼可積的。

證明: 因為 f(x) 和 g(x) 在 [a, b] 上是黎曼可積的, 所以 f(x) 與 g(x) 有界, 於是存在 M > 0 使得

對所有 x ∈ [a, b] 都有 |f(x)| ≤ M 以及 |g(x)| ≤ M。

首先, 我們觀察: 若 x∗, x∗∗ 是 [a, b] 上的任意兩點, 則

|f(x∗)g(x∗)− f(x∗∗)g(x∗∗)| ≤ |f(x∗)g(x∗)− f(x∗∗)g(x∗) + f(x∗∗)g(x∗)− f(x∗∗)g(x∗∗)|

≤ |f(x∗)− f(x∗∗)||g(x∗)|+ |f(x∗∗)||g(x∗)− g(x∗∗)|

≤ M (|f(x∗)− f(x∗∗)|+ |g(x∗)− g(x∗∗)|) 。

給定 [a, b] 上的一個分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b, 對於 i = 1, 2, . . . , n, 記

ω′
i, ω

′′
i 與 ωi 分別是函數 f(x), g(x) 與 f(x)g(x) 在小區間 [xi−1, xi] 上的振幅, 則上面的討論得知:

ωi ≤ M(ω′
i + ω′′

i ), 因此

n
∑

i=1

ωi∆xi ≤ M

(

n
∑

i=1

ω′
i∆xi +

n
∑

i=1

ω′′
i ∆xi

)

,

因為 f(x) 和 g(x) 在 [a, b] 上都是黎曼可積的, 對任意 ε > 0, 存在 δ > 0 使得對任意分割 P : a =

x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b, 只要滿足 ‖P‖ < δ, 則有
n
∑

i=1
ω′
i∆xi < ε 以及

n
∑

i=1
ω′′
i ∆xi < ε, 於

是

n
∑

i=1

ωi∆xi ≤ M

(

n
∑

i=1

ω′
i∆xi +

n
∑

i=1

ω′′
i ∆xi

)

< 2Mε,

因此 f(x)g(x) 在 [a, b] 上也是黎曼可積的。

前面介紹的定理都是在討論黎曼可積的函數之性質, 下面要觀察的是黎曼可積的函數在不同區間

上的關聯性。
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定理 6 (定積分對於區間的可加性). 函數 f(x) 在 [a, b] 上是黎曼可積的, 其等價條件是對任意 c ∈

[a, b], f(x) 在 [a, c] 與 [c, b] 上都是黎曼可積的。 此外, 我們有以下定積分的結果:

∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx。 (2)

證明: (⇒) 若 f(x) 在 [a, b] 上可積分的, 則對任意 ε > 0, 存在分割 P : a = x0 < x1 < · · · <

xn−1 < xn = b 使得
n
∑

i=1
ωi∆xi < ε, 其中 ωi 是函數 f(x) 在 [xi−1, xi] 上的振幅。

若 c 是 P 的一個分割點, 即 c = xj , 其中 j ∈ {0, 1, 2, . . . , n}, 則 P ′ : a = x0 < x1 < · · · <

xj−1 < xj = c 是 [a, c] 的一個分割, 而 P ′′ : c = xj < xj+1 < · · · < xn−1 < xn = b 是 [c, b] 的一

個分割, 對於分割 P ′ 與 P ′′ 有

j
∑

i=1

ωi∆xi ≤

n
∑

i=1

ωi∆xi < ε 以及

n
∑

i=j+1

ωi∆xi ≤

n
∑

i=1

ωi∆xi < ε,

因此函數 f(x) 在 [a, c] 與 [c, b] 上都是黎曼可積的。

若 c 不是 P 的分割點, 則 c ∈ (xj−1, xj), 其中 j ∈ {1, 2, . . . , n}。 現將 c 納入分割 P 之後得到

一個新的分割, 然後記 P ′ : a = x′0 < x′1 < · · · < x′n1−1 < x′n1
= c 與 P ′′ : c = x′′0 < x′′1 < · · · <

x′′n2−1 < x′′n2
= b, 則 P ′ 與 P ′′ 分別是 [a, c] 與 [c, b] 的分割。 記 ω′

i 與 ω′′
i 為函數 f(x) 在 [x′i−1, x

′
i]

與 [x′′i−1, x
′′
i ] 的振幅, 注意到

ωj∆xj = ωj(xj − xj−1) = ωj(xj − c+ c− xj−1) = ωj(x
′′
1 − x′′0) + ωj(x

′
n1

− x′n1−1)

≥ ω′′
1(x

′′
1 − x′′0) + ω′

n1
(x′n1

− x′n1−1) = ω′′
1∆x′′1 + ω′

n1
∆x′n1

,

得到 ω′
n1
∆x′n1

≤ ωj∆xj 並且 ω′′
1∆x′′1 ≤ ωj∆xj , 於是

n1
∑

i=1

ω′
i∆x′i ≤

n
∑

i=1

ωi∆xi < ε 以及

n2
∑

i=1

ω′′
i ∆x′′i ≤

n
∑

i=1

ωi∆xi < ε,

因此函數 f(x) 在 [a, c] 與 [c, b] 上都是黎曼可積的。

至於 (2) 式的成立, 可透過黎曼和的估計而得。 因為函數 f(x) 在 [a, b], [a, c], [c, b] 上可積分的,

所以對任意 ε > 0,

(A) 存在 δ1 > 0 使得對任意帶有 c 為分割點之分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b 與

任意樣本點 ξi ∈ [xi−1, xi], 只要 ‖P‖ < δ1 都有
∣

∣

∣
R(f, ξ, P )−

∫ b

a
f(x) dx

∣

∣

∣
< ε。

(B) 存在 δ2 > 0 使得對任意分割 P ′ : a = x′0 < x′1 < · · · < x′n1−1 < x′n1
= c 與任意樣本點

ξ′i ∈ [x′i−1, x
′
i], 只要 ‖P ′‖ < δ2 都有

∣

∣R(f, ξ′, P ′)−
∫ c

a
f(x) dx

∣

∣ < ε。

(C) 存在 δ3 > 0 使得對任意分割 P ′′ : c = x′′0 < x′′1 < · · · < x′′n2−1 < x′′n2
= b 與任意樣本點

ξ′′i ∈ [x′′i−1, x
′′
i ], 只要 ‖P ′′‖ < δ3 都有

∣

∣

∣
R(f, ξ′′, P ′′)−

∫ b

c
f(x) dx

∣

∣

∣
< ε。



18 6.3 可積分的函數與黎曼可積的性質

取 δ = min(δ1, δ2, δ3) > 0, 則對任意分割 P , 只要 ‖P‖ < δ, 透過上述的討論而得分割 P ′ 與 P ′′ 之

下, 都有 ‖P ′‖ < δ 以及 ‖P ′′‖ < δ, 並將樣本點重新標記為 ξ′i 與 ξ′′i 之下, 則有

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(x) dx−

(
∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx

)∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(x) dx−R(f, ξ, P ) +R(f, ξ′, P ′) +R(f, ξ′′, P ′′)−

(
∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx

)
∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(x) dx−R(f, ξ, P )

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

R(f, ξ′, P ′)−

∫ c

a

f(x) dx

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

R(f, ξ′′, P ′′)−

∫ b

c

f(x) dx

∣

∣

∣

∣

< 3ε,

因此

∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx

成立。

(⇐) 若 f(x) 在 [a, c] 與 [c, b] 上都是黎曼可積的, 則對任意 ε > 0, 分別存在 [a, c] 和 [c, b] 的分割:

P ′ : a = x′0 < x′1 < x′2 < · · · < x′n1
= c 和 P ′′ : c = x′′0 < x′′1 < x′′2 < · · · < x′′n2

= b 使得

n1
∑

i=1

ω′
i∆x′i <

ε

2
以及

n2
∑

i=1

ω′′
i ∆x′′i <

ε

2
,

其中 ω′
i 與 ω′′

i 分別為函數 f(x) 在區間 [x′i−1, x
′
i] 與 [x′′i−1, x

′′
i ] 上的振幅。 現將 P ′ 與 P ′′ 合併成為

[a, b] 上的一個分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b, 記 ωi 為 f(x) 在 [xi−1, xi] 的振幅,

則

n
∑

i=1

ωi∆xi =

n1
∑

i=1

ω′
i∆x′i +

n2
∑

i=1

ω′′
i ∆x′′i <

ε

2
+

ε

2
= ε,

因此函數 f(x) 在 [a, b] 上是黎曼可積的。

我們之前的所有討論都是處理定積分
∫ b

a
f(x) dx 在 a < b 的情況, 現在要約定當積分下限大於

積分上限時定積分的記號; 也就是說, 在 a < b 的時候,

∫ a

b

f(x) dx
定義
== −

∫ b

a

f(x) dx,

若是將定積分
∫ a

b
f(x) dx 用精確定義的方式寫下時, 則是對於 [a, b] 的任意一個分割 P : a = x0 <

x1 < · · · < xn−1 < xn = b, 記 ∆xi = xi−1 − xi, 那麼對任意樣本點 ξi ∈ [xi−1, xi], 定義黎曼和為

R(f, ξ, P )
定義
==

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi = −

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi = −R(f, ξ, P ),

所以

R(f, ξ, P )−

∫ a

b

f(x) dx =

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi −

∫ a

b

f(x) dx = −

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi +

∫ b

a

f(x) dx

= −R(f, ξ, P ) +

∫ b

a

f(x) dx = −

(

R(f, ξ, P )−

∫ b

a

f(x) dx

)

,



6.3 可積分的函數與黎曼可積的性質 19

這麼一來得到

∣

∣

∣

∣

R(f, ξ, P )−

∫ a

b

f(x) dx

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

R(f, ξ, P )−

∫ b

a

f(x) dx

∣

∣

∣

∣

。

由上述討論得知: 在積分下限大於積分上限的情況, 雖然所有證明也可以利用定義的方式討論, 但

實際上只要利用上述轉換式, 先把所有資訊轉換成積分下限小於積分上限, 也就是 ∆xi > 0 的情況,

再好好地用定義討論即可。 這麼做也是比較理想的, 因為寫成 ∆xi > 0 的樣子可以避免不等式的符號

判斷錯亂而產生錯誤率大增的情況。

此外, 透過上述的記號, 對於 a < b < c 的情況, 若函數 f(x) 在 [a, b], [b, c] 及 [a, c] 上都是黎曼

可積的, 則有

∫ c

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ c

b

f(x) dx,

於是

∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx−

∫ c

b

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx;

也就是說, 定積分對於區間的可加性, 我們可以將 c 選在 [a, b] 區間的外面而公式仍然成立。

再來要觀察的是函數 f(x) 以及函數取絕對值 |f(x)| 後黎曼可積的關聯性。

定理 7 (絕對可積性). 若 f(x) 在 [a, b] 上黎曼可積, 則 |f(x)| 在 [a, b] 上也是黎曼可積, 並且

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(x) dx

∣

∣

∣

∣

≤

∫ b

a

|f(x)|dx。

證明: 首先注意到在 [a, b] 上的任意兩點 x∗ 和 x∗∗, 由三角不等式 (Triangle Inequality) 可得

||f(x∗)| − |f(x∗∗)|| ≤ |f(x∗)− f(x∗∗)|。

對任意 ε > 0, 因為 f(x) 在 [a, b] 上是可積分的, 所以存在分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 <

xn = b 使得
n
∑

i=1
ωi
f∆xi < ε, 其中 ωi

f 是函數 f(x) 在區間 [xi−1, xi] 上的振幅。 記 ωi
|f | 為函數

|f(x)| 在區間 [xi−1, xi] 上的振幅, 則前面討論的不等式得知 ωi
|f | ≤ ωi

f , 所以

n
∑

i=1

ωi
|f |∆xi ≤

n
∑

i=1

ωi
f∆xi < ε,

因此 |f(x)| 在 [a, b] 上也是黎曼可積的。

因為對所有 x ∈ [a, b] 都有 −|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|, 由單元 6.1 的 定理 6 與 定理 7 得知:

−

∫ b

a

|f(x)|dx ≤

∫ b

a

f(x) dx ≤

∫ b

a

|f(x)|dx ⇒

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(x) dx

∣

∣

∣

∣

≤

∫ b

a

|f(x)|dx。

這一節的最後要介紹的是積分第一均值定理。
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定理 8 (積分第一均值定理, First Mean Value Theorem for Integrals). 若 f(x) 與 g(x) 在 [a, b]

上是黎曼可積的, 並且 g(x) ≥ 0。 記 m = inf
x∈[a,b]

f(x),M = sup
x∈[a,b]

f(x), 則存在 C ∈ [m,M ] 使得

∫ b

a

f(x)g(x) dx = C

∫ b

a

g(x) dx。

更進一步地, 若 f(x) 在 [a, b] 上連續, 則存在 ξ ∈ [a, b] 使得

∫ b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x) dx。

證明: 因為 m ≤ f(x) ≤ M 且 g(x) ≥ 0, 所以 mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤ Mg(x), 於是

m

∫ b

a

g(x) dx ≤

∫ b

a

f(x)g(x) dx ≤ M

∫ b

a

g(x) dx。

若
∫ b

a
g(x) dx = 0, 則任選 C ∈ [m,M ] 之下等式皆成立。 若

∫ b

a
g(x) dx > 0, 則取

C =

∫ b

a
f(x)g(x) dx
∫ b

a
g(x) dx

即為所求。 若 f(x) 在 [a, b] 上連續, 則由中間值定理 (Intermediate Value Theorem) 得知: 存在

ξ ∈ [a, b] 使得 f(ξ) = C, 所以

∫ b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x) dx。

這裡不妨用幾個例子說明積分第一均值定理的幾個面向。 比方說有一個密度不均勻的橫桿, 設定

坐標使得橫桿位於 [a, b] 的地方。 橫桿的密度函數為 g(x), 然後設定 f(x) = x 之下, 積分第一均值

定理得到的 C = f(C) 表示這個橫桿質心 (center of mass) 的位置, 而 x = C 會介在 [a, b] 之間。

各位在未來若是學到了機率論 (probability theory), 若 g(x) 是在 [a, b] 上某個隨機變數的連續型機

率密度函數, 則有
∫ b

a
g(x) dx = 1, 再設定 f(x) = x, 那麼所得的 C 值會是這個隨機變數的期望值

(expectation value)。

為什麼這個式子會被稱為積分第一均值定理呢? 其中一個解釋是來自於在 g(x) ≡ 1 之下, 當

f(x) 為 [a, b] 上的連續函數時, 則有

∫ b

a

f(x) dx = f(ξ)

∫ b

a

1 dx = f(ξ)(b− a) ⇒ f(ξ) =
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx,

在這樣的表達下, 等式右邊意味著函數 f(x) 在 [a, b] 上的平均值 (average), 而且平均值可由函數

f(x) 在某一點 x = ξ 的取值達到。 若用幾何的方式說明, 則表示介於函數 f(x) 的圖形與 x-軸還有

x = a 與 x = b 之間的區域面積與以 b− a 為寬、以 f(ξ) 為高的矩形面積一致。

上面介紹了積分第一均值定理, 可想而知會有積分第二均值定理, 不然就不需要將它編號。 然而積

分第二均值定理的證明需要用到微積分基本定理中的一部份結果, 所以我們留到下一節再介紹。
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6.4 微積分基本定理與積分技巧的證明

這一節主要目的是要證明微積分基本定理還有積分過程中常用的變數變換技巧與分部積分公式。 相較

於微積分課程的討論, 這裡著重於函數只有黎曼可積的假設下所衍伸出的性質。

定理 1 (微積分基本定理第一部份, Fundamental Theorem of Calculus, Part I). 假設 f(x)在 [a, b]

上可積分的, 對於 x ∈ [a, b], 考慮

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt,

則有以下結論:

(A) 函數 F (x) 在 [a, b] 上是連續函數。

(B1) 若函數 f(x) 在 x = x0 處右連續, 則 F ′
+(x0) = f(x0)。

(B2) 若函數 f(x) 在 x = x0 處左連續, 則 F ′
−(x0) = f(x0)。

證明: 因為 f(x) 在 [a, b] 上是可積分的, 所以 f(x) 有界, 即存在 M > 0 使得對所有 x ∈ [a, b] 都

有 |f(x)| ≤ M。

(A) 給定 x0 ∈ [a, b], 都有

|F (x)− F (x0)| =

∣

∣

∣

∣

∫ x

x0

f(t) dt

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∫ x

x0

|f(t)|dt

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∫ x

x0

M dt

∣

∣

∣

∣

= M |x− x0|,

給定 ε > 0, 取 δ = ε
M

> 0, 則對所有 x ∈ [a, b] 且 |x − x0| < δ, 都有 |F (x) − F (x0)| ≤

M |x− x0| < M · ε
M

= ε, 因此 F (x) 在 x = x0 處連續。

(B1) 假設 f(x) 在 x = x0 處右連續, 則對任何 ε > 0, 存在 δ > 0 使得對所有滿足 0 < x−x0 < δ

的點都有 |f(x)− f(x0)| < ε。 於是

∣

∣

∣

∣

F (x)− F (x0)

x− x0
− f(x0)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∫ x

x0
f(t) dt− f(x0)(x− x0)

x− x0

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

x− x0

∣

∣

∣

∣

∫ x

x0

(f(t)− f(x0)) dt

∣

∣

∣

∣

≤
1

x− x0

∫ x

x0

|f(t)− f(x0)|dt <
1

x− x0

∫ x

x0

εdt = ε,

因此 F ′
+(x0) = f(x0)。

(B2) 假設 f(x)在 x = x0 處左連續, 則對任何 ε > 0, 存在 δ > 0使得對所有滿足 −δ < x−x0 < 0

的點都有 |f(x)− f(x0)| < ε。 於是

∣

∣

∣

∣

F (x)− F (x0)

x− x0
− f(x0)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∫ x

x0
f(t) dt− f(x0)(x− x0)

x− x0

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣−
∫ x0

x
(f(t)− f(x0)) dt

∣

∣

x0 − x

≤
1

x0 − x

∫ x0

x

|f(t)− f(x0)|dt <
1

x0 − x

∫ x0

x

εdt = ε,

因此 F ′
−(x0) = f(x0)。



22 6.4 微積分基本定理與積分技巧的證明

在微積分的課程中, 主要是在討論 f(x) 在 [a, b] 上是連續函數的情況, 此時, 將 (B1) 與 (B2) 的

結果合併得到函數 F (x) =
∫ x

a
f(t) dt 在 [a, b] 上是可微分函數, 並且最後的結果可寫成以下式子:

d

dx

(
∫ x

a

f(t) dt

)

= f(x)。 (3)

式子 (3) 的另一個詮釋為: 若 f(x) 是連續函數, 則積分與微分是互逆的操作。

第五章我們曾經介紹過反導函數的意義, 這裡我們再做一個複習。 給定在 [a, b] 上的函數 f(x),

若存在可微分函數 F (x) 使得對所有 x ∈ [a, b] 都有 F ′(x) = f(x) (端點處只考慮單側導數), 那

麼稱 F (x) 是 f(x) 的一個 反導函數 (antiderivative)。 另外一個結果是: 若對所有 x ∈ [a, b] 滿足

g′(x) = 0, 則 g(x) 為常數函數。 將這兩件事合併, 則得知: 如果 F (x) 是 f(x) 的一個反導函數, 那

麼 F (x)+C 都是 f(x) 的反導函數, 其中 C ∈ R。 於是, 若 f(x) 是 [a, b] 區間上的連續函數, 則 (3)

式說明了 F (x) =
∫ x

a
f(t) dt+ C 是一個 f(x) 的反導函數。

特別注意, 上面兩段文字一直強調著 f(x) 是連續函數的情形。 現在我們要問的是: 若 f(x) 只是

一個在 [a, b] 上的可積分函數, 那麼 f(x) 的反導函數存在嗎? 為了回答這個問題, 我們先觀察單位階

梯函數的情況。

例 2. 考慮 單位階梯函數 (unit step function)

f(x) =

{

0 若 x < 0

1 若 x ≥ 0,

若取 a < 0, 則

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt =

{

0 若 x ≤ 0

x 若 x > 0。

由此, 再計算

F ′(x) =















0 若 x < 0

不存在 若 x = 0

1 若 x > 0,

得到 F ′(x) 6= f(x)。

由上面的例子, 我們發現到: 只要 f(x) 在 [a, b] 上有一個不連續點, 那麼就無法利用 F (x) =
∫ x

a
f(t) dt 的方法得到 f(x) 的反導函數。 實際上, 這件事呼應第 5 章證明過的一個定理: 若函數

f(x) 在 [a, b] 上是可微分函數, 則導函數 f ′(x) 不存在跳躍不連續點 (jump discontinuity)。 所以它

的否逆命題告知: 任何在 [a, b] 上處處有定義且具有跳躍不連續點的函數之反導函數不存在。

仔細觀察單位階梯函數 f(x) 以及 F (x) =
∫ x

a
f(t) dt 所得 F ′(x) 的結果, 其實也只有 F ′(0) 6=

f(0) 而已, 其它地方都是一樣的。 這就有如一顆老鼠屎壞了一鍋粥一般, 只不過是一個點的不連續性

就破壞了整個理論, 回過頭來想, 我們好像對於函數與其反導函數這件事過於要求。 如果函數 f(x) 只

是一個在 [a, b] 上的可積分函數, 由微積分基本定理的第一部份只能得知 F (x) =
∫ x

a
f(t) dt 是在

[a, b] 上的連續函數, 此外就沒辦法再多說些其它的事情了嗎?

或許各位也不應對於積分理論過於失望, 我們不妨從微積分基本定理第二部份重想上面的問題。
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定理 3 (微積分基本定理第二部份, Fundamental Theorem of Calculus, Part II). 假設函數 f(x)

在 [a, b] 上是可積分的, F (x) 在 [a, b] 上是連續函數, 並且除了有限個點以外都有 F ′(x) = f(x), 則

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a)。

證明: 將 F ′(x) 6= f(x) 的點記為 x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
m, 注意到這些點有可能是導數 F ′(x∗j ) 不存在。 考慮

在 [a, b] 上的分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b, 並且要求所有 x∗j , j = 1, 2, . . . ,m

都是 P 的分割點。 因為 F (x) 在 [xi−1, xi] 上連續, 在 (xi−1, xi) 上是可微分的, 由均值定理 (Mean

Value Theorem) 得知: 存在 ci ∈ (xi−1, xi) 使得

F (xi)− F (xi−1) = F ′(ci)(xi − xi−1) = f(ci)∆xi,

因此

F (b)− F (a) =

n
∑

i=1

(F (xi)− F (xi−1)) =

n
∑

i=1

f(ci)∆xi,

因為 f(x) 在 [a, b] 上是可積分的, 所以對任意 ε > 0, 存在 δ > 0 使得對於分割 P : a = x0 < x1 <

· · · < xn−1 < xn = b 與樣本點 ci ∈ [xi−1, xi] 的選取下, 只要 ‖P‖ < δ 都有

∣

∣

∣

∣

F (b)− F (a)−

∫ b

a

f(x) dx

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

f(ci)∆xi −

∫ b

a

f(x) dx

∣

∣

∣

∣

∣

< ε,

因此
∫ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a)。

當這個公式建立之後, 我們對於尋找不是太糟糕的函數在某個閉區間上定積分的問題就幾乎不再

使用定義的方式處理, 取而代之的是努力思考如何尋求一個函數的反導函數。 這是因為使用定義處理

問題時, 基本上只是在回答定積分的存在性, 至於定積分的值是多少通常不太有明確的結果。 此外, 在

微積分的課程裡, 我們如實地將常見函數之反導函數確實求得, 並引出很多的積分技巧幫助尋找反導

函數的明確表達式。 在高等微積分的課程中, 主要著重在理論的層面, 關於各式各樣如何求出定積分

的技巧就不再多述。

而 定理 3 的結果是放寬到被積分函數允許有限個不連續點的情況也成立。 由前面的討論知道: 若

函數 f(x) 在 [a, b] 區間上在 x = x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
m 產生不連續點, 雖然 f(x) 在 [a, b] 上的反導函數

不存在, 但是分段來看, 函數 f(x) 在 (x∗j−1, x
∗
j ) 上的反導函數 Fj(x) + Cj , j = 1, 2, . . . ,m,m + 1

是存在的, 其中記 a = x∗0, b = x∗m+1 以及 Cj ∈ R。 當我們對於函數 f(x) 在不連續點 x = x∗j 的地

方要求左、右兩側的反導函數 Fj(x) +Cj 與 Fj+1(x) +Cj+1 在 x = x∗j 處連續, 比方說 C1 先給定,

而 C2 的值由反導函數在 x = x∗1 的連續性可以被決定; 也就是說, 從

lim
x→(x∗

1)
+

(F1(x) + C1) = lim
x→(x∗

1)
−

(F2(x) + C2)

解出 C2, 然後依序確定 C3, C4, . . . , Cm+1 的值, 那麼就有

∫ b

a

f(x) dx =

(

lim
x→b−

Fm+1(x) + Cm+1

)

−

(

lim
x→a+

F1(x) + C1

)

。
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回顧微積分課程時學到處理定積分的技巧, 主要的方法有五類: 變數變換法 (Substitution Rule)、

分部積分法 (Integration by Parts)、三角積分法 (Trigonometric Integration)、部份分式法 (Partial

Fraction Method) 與三角代換法 (Trigonometric Substitution)。 關於後面三種積分技巧, 主要是介

紹某些類型的函數之反導函數可以確實找出, 並且告知如何找出, 但是這些技巧都是源自於變數變換

法與分佈積分法。 於是以下將確實證明這兩個積分技巧。

定理 4 (變數變換法則, Substitution Rule). 若 φ(x) ∈ C1([a, b]), 並且 φ′(x) 6= 0, 而函數 f(x)

在 [c, d] = φ([a, b]) 上是可積分的, 則

∫ φ(b)

φ(a)
f(u) du =

∫ b

a

f(φ(x))φ′(x) dx。

證明: 因為 φ′(x) 6= 0 是連續函數, 所以 φ′(x) 在 [a, b] 上恆正或恆負。 這裡只討論 φ′(x) > 0 的情

形, 關於 φ′(x) < 0 的情況同理可證。 因為 φ′(x) > 0, 所以函數 φ(x) 在 [a, b] 上是嚴格遞增的函數,

並且 [c, d] = [φ(a), φ(b)], 而且 φ−1 : [c, d] → [a, b] 也是嚴格遞增的函數。

現分成以下幾個步驟完成論述:

(A) 給定在 [a, b] 上的一個分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b, 因為 φ(x) 是嚴格遞

增的函數, 令 ui = φ(xi), 其中 i = 0, 1, 2, . . . , n, 則得在 [c, d] 上的一個分割 P ′ : c = u0 <

u1 < · · · < un−1 < un = d, 對任意的樣本點 ζi ∈ [ui−1, ui], 函數 f(u) 在 [c, d] 上對於分割

P ′ 的黎曼和為

R(f, ζ, P ′) =

n
∑

i=1

f(ζi)∆ui =

n
∑

i=1

f(ζi)(φ(xi)− φ(xi−1))。

因為定積分
∫ φ(b)
φ(a)

f(u) du 存在, 所以對任意 ε > 0 存在 η > 0 使得對於分割 P ′ 與任意樣本

點 ζi ∈ [ui−1, ui], 只要 ‖P ′‖ < η, 則
∣

∣

∣

∣

∣

R(f, ζ, P ′)−

∫ φ(b)

φ(a)
f(u) du

∣

∣

∣

∣

∣

< ε。

(B) 因為反函數 φ−1 : [c, d] → [a, b] 存在, 所以對於 i = 1, 2, . . . , n, 每個 ζi 都存在 ci 使得

ζi = φ(ci);另一方面, 因為 φ(x) ∈ C1([a, b]), 由均值定理 (Mean Value Theorem) 得知: 存

在 c∗i ∈ (xi−1, xi) 使得 φ(xi)− φ(xi−1) = φ′(c∗i )(xi − xi−1) = φ′(c∗i )∆xi, 於是在 (A) 的討

論中, 黎曼和可以改寫為

R(f, ζ, P ′) =

n
∑

i=1

f(ζi)(φ(xi)− φ(xi−1)) =

n
∑

i=1

f(φ(ci))φ
′(c∗i )∆xi。

現在想要將對於分割 P ′ 的條件改成對於分割 P 的條件。 因為 φ′(x) 在 [a, b] 上有界, 所以存

在 M1 > 0 使得對所有 x ∈ [a, b] 都有 |φ′(x)| ≤ M1。 對任意 ε > 0, 取 δ1 = η
M1

> 0, 則對

任意分割 P 與任意樣本點 ζi, 只要 ‖P‖ < δ1, 則有 ‖P ′‖ ≤ M1‖P‖ < M1 ·
η
M1

= η, 那麼有

∣

∣

∣

∣

∣

R(f, ζ, P ′)−

∫ φ(b)

φ(a)
f(u) du

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

f(φ(ci))φ
′(c∗i )∆xi −

∫ φ(b)

φ(a)
f(u) du

∣

∣

∣

∣

∣

< ε。
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(C) 對任意 ε > 0, 因為 f(u) 在 [c, d] 上有界, 存在 M2 > 0 使得對所有 u ∈ [c, d] 都有

|f(u)| ≤ M2, 因為 φ′(x) 在 [a, b] 上連續, 所以 φ′(x) 在 [a, b] 上均勻連續 (uniformly

continuous), 所以存在 δ2 > 0 使得對所有 t∗, t∗∗ ∈ [a, b] 且 |t∗ − t∗∗| < δ2 都有

|φ′(t∗)− φ′(t∗∗)| <
ε

M2(b− a)
⇒ |f(φ(t∗))(φ′(t∗)− φ′(t∗∗))| <

ε

b− a
,

(D) 對分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b 而言, 對任意樣本點 ξi ∈ [xi−1, xi] 下得到

的黎曼和為

R(f ◦ φ · φ′, ξ, P ) =

n
∑

i=1

f(φ(ξi))φ
′(ξi)∆xi。

所以對任意 ε > 0, 存在 δ3 > 0 使得對任意分割 P 與任意樣本點 ξi ∈ [xi−1, xi], 只要

‖P‖ < δ3 都有
∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

f(φ(ξi))φ
′(ξi)∆xi −

∫ b

a

f(φ(x))|φ′(x)|dx

∣

∣

∣

∣

∣

< ε。

特別地, 下面的估計將代入 ξi = ci, 其中 ci 是由 (B) 的討論得到的點, 也就是 ci = φ−1(ζi)。

(E) 對任意 ε > 0, 取 δ = min(δ1, δ2, δ3) > 0, 則對任意分割 P , 只要 ‖P‖ < δ, 而由 (B) 的過程

中取到的 ci, c
∗
i , 會有以下估計:
∣

∣

∣

∣

∣

∫ φ(b)

φ(a)
f(u) du−

∫ b

a

f(φ(x))φ′(x) dx

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∫ φ(b)

φ(a)
f(u) du−

n
∑

i=1

f(φ(ci))φ
′(c∗i )∆xi

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

f(φ(ci))φ
′(c∗i )∆xi −

n
∑

i=1

f(φ(ci))φ
′(ci)∆xi

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

f(φ(ci))φ
′(ci)∆xi −

∫ b

a

f(φ(x))φ′(x) dx

∣

∣

∣

∣

∣

= I+ II+ III,

由 (A) 的討論知道 I < ε; 由 (D) 的討論知道 III < ε; 至於 II 的估計, 則有

II =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

f(φ(ci))φ
′(c∗i )∆xi −

n
∑

i=1

f(φ(ci))φ
′(ci)∆xi

∣

∣

∣

∣

∣

≤

n
∑

i=1

∣

∣f(φ(ci))(φ
′(c∗i )− φ′(ci))

∣

∣∆xi <

n
∑

i=1

ε

b− a
∆xi =

ε

b− a
· (b− a) = ε,

因此
∣

∣

∣

∣

∣

∫ φ(b)

φ(a)
f(u) du−

∫ b

a

f(φ(x))φ′(x) dx

∣

∣

∣

∣

∣

< 3ε ⇒

∫ φ(b)

φ(a)
f(u) du =

∫ b

a

f(φ(x))φ′(x) dx。
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定理 5 (分部積分公式, Integration by Parts). 假設函數 f(x), g(x), f ′(x), g′(x) 在 [a, b] 上都是

可積分的, 則

∫ b

a

f(x)g′(x) dx =
[

f(x)g(x)
]∣

∣

∣

x=b

x=a
−

∫ b

a

g(x)f ′(x) dx。

證明: 由函數求導法則的乘法公式 (Product Rule) 知道:

(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x),

由微積分基本定理 (Fundamental Theorem of Calculus) 得知:

[

f(x)g(x)
]
∣

∣

∣

x=b

x=a
=

∫ b

a

(f(x)g(x))′ dx =

∫ b

a

f ′(x)g(x) dx +

∫ b

a

f(x)g′(x) dx,

所以
∫ b

a

f(x)g′(x) dx =
[

f(x)g(x)
]∣

∣

∣

x=b

x=a
−

∫ b

a

g(x)f ′(x) dx。

這一節最後想要證明積分第二均值定理, 但在證明定理之前, 我們需要先證明以下兩個引理:

引理 6 (阿貝爾變換, Abel Transformation). 對於
n
∑

i=1
aibi, 令 Ak =

k
∑

i=1
ai, 則有

n
∑

i=1

aibi = Anbn +

n−1
∑

i=1

Ai(bi − bi+1)。

證明: 記 A0 = 0, 則

n
∑

i=1

aibi =

n
∑

i=1

(Ai −Ai−1)bi =

n
∑

i=1

Aibi −

n
∑

i=1

Ai−1bi =

n
∑

i=1

Aibi −

n−1
∑

i=0

Aibi+1

= Anbn −A0b1 +

n−1
∑

i=1

Ai(bi − bi+1) = Anbn +

n−1
∑

i=1

Ai(bi − bi+1)。

引理 7. 若存在 m,M ∈ R 使得對所有 k = 1, 2, . . . , n 都有 m ≤ Ak =
k
∑

i=1
ai ≤ M , 而 {bi}

n
i=1

非負且遞減, 則

mb1 ≤

n
∑

i=1

aibi ≤ Mb1。

證明: 因為 {bi}
n
i=1 非負且遞減, 即 bi − bi+1 ≥ 0, 所以

n
∑

i=1

aibi = Anbn +

n−1
∑

i=1

Ai(bi − bi+1) ≤ Mbn +

n−1
∑

i=1

M(bi − bi+1) = Mbn +M(b1 − bn) = Mb1

n
∑

i=1

aibi = Anbn +

n−1
∑

i=1

Ai(bi − bi+1) ≥ mbn +

n−1
∑

i=1

m(bi − bi+1) = mbn +m(b1 − bn) = mb1,

將兩者合併即得不等式。
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定理 8 (積分第二均值定理, Second Mean Value Theorem for Integrals). 假設 f(x) 在 [a, b] 上

可積分的, g(x) 在 [a, b] 上非負且遞減, 則存在 ξ ∈ [a, b] 使得

∫ b

a

f(x)g(x) dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x) dx。

證明: 因為 f(x)g(x) 是可積分的, 所以考慮分割 P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b, 將積分
∫ b

a
f(x)g(x) dx 改寫成

∫ b

a

f(x)g(x) dx =

n
∑

i=1

∫ xi

xi−1

f(x)g(x) dx

=

n
∑

i=1

∫ xi

xi−1

f(x)(g(x) − g(xi−1)) dx+

n
∑

i=1

g(xi−1)

∫ xi

xi−1

f(x) dx,

記 M|f | = sup
[a,b]

|f(x)|, 而 ω
g
i 表示 g(x) 在 [xi−1, xi] 上的振幅, 則

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

∫ xi

xi−1

f(x)(g(x) − g(xi−1)) dx

∣

∣

∣

∣

∣

≤

n
∑

i=1

∫ xi

xi−1

|f(x)||g(x) − g(xi−1)|dx ≤ M|f |

n
∑

i=1

ω
g
i∆xi,

因為 g(x) 在 [a, b] 上是可積分的, 所以 lim
‖P‖→0

M|f |

n
∑

i=1
ω
g
i∆xi = 0, 於是

∫ b

a

f(x)g(x) dx = lim
‖P‖→0

n
∑

i=1

g(xi−1)

∫ xi

xi−1

f(x) dx,

另一方面, F (x) =
∫ x

a
f(t) dt 在 [a, b] 上是連續函數, 記 M = max

[a,b]
F (x),m = min

[a,b]
F (x), 記

ai =
∫ xi

xi−1
f(x) dx 與 Ak =

k
∑

i=1
ai =

∫ xk

a
f(x) dx = F (xk), 並且記 bi = g(xi−1), 因為 g(x) 非負

且遞減, 則 b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bn ≥ 0, 由 引理 7 得到

mg(a) ≤

n
∑

i=1

g(xi−1)

∫ xi

xi−1

f(x) dx ≤ Mg(a),

所以取極限 lim
‖P‖→0

之後則有

mg(a) ≤

∫ b

a

f(x)g(x) dx ≤ Mg(a)。

(A) 如果 g(a) = 0, 則 g(x) ≡ 0, 任取 ξ ∈ [a, b] 等式皆成立。

(B) 如果 g(a) > 0, 令 C = 1
g(a)

∫ b

a
f(x)g(x) dx, 因為 F (x) 在 [a, b] 上連續, 而且 m ≤ C ≤ M ,

由中間值定理 (Intermediate Value Theorem) 得知, 存在 ξ ∈ [a, b] 使得

F (ξ) = C ⇒

∫ ξ

a

f(x) dx =
1

g(a)

∫ b

a

f(x)g(x) dx ⇒

∫ b

a

f(x)g(x) dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x) dx。
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定理 9 (積分第二均值定理, Second Mean Value Theorem for Integrals, general version). 假設函

數 f(x) 在 [a, b] 上可積分的, g(x) 是單調函數, 則存在 ξ ∈ [a, b] 使得

∫ b

a

f(x)g(x) dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x) dx+ g(b)

∫ b

ξ

f(x) dx。

證明: 若 g(x) 遞增, 令 G(x) = g(b) − g(x), 則 G(x) 非負且遞減, 由 定理 8 得知:

∫ b

a

f(x)G(x) dx = G(a)

∫ ξ

a

f(x) dx ⇒

∫ b

a

f(x)(g(b)− g(x)) dx = (g(b) − g(a))

∫ ξ

a

f(x) dx,

整理之後得到

∫ b

a

f(x)g(x) dx =

∫ b

a

f(x)g(b) dx− (g(b) − g(a))

∫ ξ

a

f(x) dx

= g(a)

∫ ξ

a

f(x) dx+ g(b)

∫ b

ξ

f(x) dx。

若 g(x) 遞減, 令 G(x) = g(x)− g(b), 則 G(x) 非負且遞減, 由 定理 8 得知:

∫ b

a

f(x)G(x) dx = G(a)

∫ ξ

a

f(x) dx ⇒

∫ b

a

f(x)(g(x)− g(b)) dx = (g(a) − g(b))

∫ ξ

a

f(x) dx,

整理之後得到

∫ b

a

f(x)g(x) dx =

∫ b

a

f(x)g(b) dx+ (g(a) − g(b))

∫ ξ

a

f(x) dx

= g(a)

∫ ξ

a

f(x) dx+ g(b)

∫ b

ξ

f(x) dx。

關於積分第二均值定理的意義與應用或許目前還無法看出, 我們會在下一章討論瑕積分收斂或發

散的時候看到這個定理的實際用處。

6.5 定積分的應用

定積分的應用層面很廣, 在數學上我們可以利用定積分求得不規則幾何形體的各種幾何量, 例如曲線

的長度、區域的面積、曲面的表面積、實體的體積等。 在物理上的許多物理量像是質心、轉動慣量、甚至

物體沿著某個曲線作功等也都可以轉換成積分式。

這一節僅以平面曲線為例說明如何將曲線弧長這個概念轉換成定積分的表示。 為什麼這裡選擇探

討曲線弧長而略過像是不規則區域面積的討論呢? 這是因為平面區域的面積轉換成定積分的形式幾

乎就是從定積分的定義立刻得到, 同樣地, 像是利用圓盤法 (Disk Method) 計算曲線對著某個軸旋轉

而得到實心物體的體積也是從定義出發就可以馬上寫出積分式, 故在此不多述。 然而曲線弧長積分式

的推導並不是顯而易見的, 它是比較複雜的。 各位在以下的討論應多觀察的是曲線弧長積分式的推導

當中困難點在哪裡? 而用了什麼方法把困難的地方解決。
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給定平面中的一條曲線 Γ ∈ R2, 假設它是可以透過 一次微分後仍連續的映射 (C1 smooth map-

ping) α : [a, b] → R2,α(t) = (x(t), y(t)) 的方式描述; 也就是說, x(t), y(t) ∈ C1([a, b])。 給定在區

間 [a, b] 上的一個分割 P : a = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = b, 則 α(ti) 是依序分佈在曲線 Γ 上的

點。 如圖 6.1 所示:

x

y

Γ

α(t)

t0 t1 t2 t3 · · · tn−1 tn
α(t0)

α(t1)

α(t2)

α(t3)
· · ·

α(tn−1)

α(tn)

圖 6.1: 用內接折線長定義曲線長度。

考慮曲線 Γ 對於分割 P 形成的內接折線 (inscribed polygon) 長:

L(α, P ) =

n
∑

i=1

‖α(ti)−α(ti−1)‖ =

n
∑

i=1

√

(x(ti)− x(ti−1))2 + (y(ti)− y(ti−1))2,

由此定義曲線 Γ 的 長度 (length) 或 弧長 (arc length) 為 L(Γ) = lim
‖P‖→0

L(α, P )。

以下將證明:

L(Γ)
定義
== lim

‖P‖→0
L(α, P ) =

∫ b

a

‖α′(t)‖dt =

∫ b

a

√

(x′(t))2 + (y′(t))2 dt;

也就是說, 對任意 ε > 0, 存在 δ > 0 使得對任意分割 P : a = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = b, 只要

‖P‖ < δ, 都有

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

‖α′(t)‖dt− L(α, P )

∣

∣

∣

∣

< ε。

首先, 給定 ε > 0, 因為 x′(t) 和 y′(t) 在 [a, b] 上連續, 所以 x′(t) 和 y′(t) 在 [a, b] 上都是均勻

連續的 (uniformly continuous), 於是存在 δ1 > 0 使得對任意 t∗, t∗∗ ∈ [a, b], 只要 |t∗ − t∗∗| < δ1

都有

|x′(t∗)− x′(t∗∗)| <
ε

4(b− a)
以及 |y′(t∗)− y′(t∗∗)| <

ε

4(b− a)
,

因為定積分
∫ b

a
‖α′(t)‖dt 存在, 所以對於 ε > 0, 存在 δ2 > 0 使得對任意分割 P : a = t0 <

t1 < · · · < tn−1 < tn = b 以及任意樣本點 ξi ∈ [ti−1, ti], 只要 ‖P‖ < δ2, 都有

∣

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

‖α′(t)‖dt−

n
∑

i=1

‖α′(ξi)‖∆ti

∣

∣

∣

∣

∣

<
ε

2
。
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取 δ = min(δ1, δ2) > 0, 現估計

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

‖α′(t)‖dt− L(α, P )

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

‖α′(t)‖dt−

n
∑

i=1

‖α′(ξi)‖∆ti

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

‖α′(ξi)‖∆ti −

n
∑

i=1

‖α(ti)−α(ti−1)‖

∣

∣

∣

∣

∣

<
ε

2
+

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

‖α′(ξi)‖∆ti −

n
∑

i=1

‖α(ti)−α(ti−1)‖

∣

∣

∣

∣

∣

,

因為 x(t), y(t) ∈ C1([a, b]), 由均值定理 (Mean Value Theorem) 得知: 存在 ξ∗i , ξ
∗∗
i ∈ (ti−1, ti) 使

得

n
∑

i=1

‖α(ti)−α(ti−1)‖ =

n
∑

i=1

√

(x(ti)− x(ti−1))2 + (y(ti)− y(ti−1))2

=

n
∑

i=1

√

(x′(ξ∗i )(ti − ti−1))2 + (y′(ξ∗∗i )(ti − ti−1))2

=

n
∑

i=1

√

(x′(ξ∗i ))
2 + (y′(ξ∗∗i ))2∆ti,

由三角不等式 (Triangle Inequality) 得到

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

‖α′(ξi)‖∆ti −

n
∑

i=1

‖α(ti)−α(ti−1)‖

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

(

√

(x′(ξi))2 + (y′(ξi))2 −
√

(x′(ξ∗i ))
2 + (y′(ξ∗∗i ))2

)

∆ti

∣

∣

∣

∣

∣

≤

n
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

√

(x′(ξi))2 + (y′(ξi))2 −
√

(x′(ξ∗i ))
2 + (y′(ξ∗∗i ))2

∣

∣

∣

∣

∆ti

≤

n
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

√

(x′(ξi)− x′(ξ∗i ))
2 + (y′(ξi)− y′(ξ∗∗i ))2

∣

∣

∣

∣

∆ti

≤

n
∑

i=1

(

|x′(ξi)− x′(ξ∗i )|+ |y′(ξi)− y′(ξ∗∗i )|
)

∆ti <

n
∑

i=1

ε

2(b− a)
∆ti =

ε

2
,

於是

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

‖α′(t)‖dt− L(α, P )

∣

∣

∣

∣

<
ε

2
+

ε

2
= ε,

因此

L(Γ) = lim
‖P‖→0

L(α, P ) =

∫ b

a

‖α′(t)‖dt =

∫ b

a

√

(x′(t))2 + (y′(t))2 dt。


